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चला, शिकूया.

• दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर • प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे्

• प्रमाणाच्ा मूलभू्त प्रमषे्ाचा व्त्ास • त्रिकोणाच्ा कोन दुभाजकाचा  गुणधम्म

• ्तीन समां्तर रषेषा व छषेत्दका ्ांच्ामुळषे झालषेल्ा आं्तरछषेदांचषे गुणोत्तर

• त्रिकोणाच्ा समरूप्तषेच्ा  कसोट्ा  • समरूप त्रिकोणांच्ा  क्षेरिफळांचषे गुणधम्म

उदाहरण. D ABC चा BC हा पा्ा आहषे व AD ही  

उंची आहषे.

D PQR चा QR हा पा्ा आहषे व PS ही  

उंची आहषे.

A( D ABC) 
A( D PQR) 

  =  

1

2
 ́  BC ́  AD

1

2
 ´ QR ´ PS 

A
P

B QD SC R
आकृती 1.1 आकृती 1.2

जरा आठवूया.

आपण गुणोत्तर व प्रमाण ्ांचा अभ्ास केला आहषे. a आत्ण b ्ा दोन संख्ांचषे गुणोत्तर m
n

 आहषे, हषेच त्वधान 
a आत्ण b ्ा दोन संख्ा mःn ्ा प्रमाणा्त आहषे्त असषेही त्लत्ह्ता्त.

्ा संकलपनषेसाठी आपण सामान्पणषे धन वास्तव संख्ांचा त्वचार कर्तो. आपल्ाला  हषे माही्त आहषे की 
रषेषाखंडांची लांबी आत्ण एखाद्ा आकृ्तीचषे क्षेरिफळ ्ा धन वास्तव संख्ा अस्ता्त .

आपल्ाला  त्रिकोणाच्ा क्षेरिफळाचषे सूरि माही्त आहषे.

त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ  = 
1

2  पा्ा ´ उंची

जाणून घेऊया.

दोन शरिकोणांचया क्ेरिफळांचे  गुणोततर  ( Ratio of areas of two triangles)

कोणत्ाही दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे  गुणोत्तर काढू.

1 समरूपता
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  \  A(D ABC) 
A(D PQR) 

  =  
BC ́  AD 
QR ´ PS 

  ्ावरून, दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर हषे त्ांच्ा पा्ा व संग्त उंची ्ांच्ा गुणाकारांच्ा  

  गुणोत्तराएवढषे अस्तषे. 

  एका त्रिकोणाचा पा्ा b1 व उंची h1 आत्ण दुसऱ्ा त्रिकोणाचा पा्ा b2 व उंची h2 असषेल ्तर त्ांच्ा  

  क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर = 
b1 ´ h1

b2 ´ h2

  ्ा दोन त्रिकोणांच्ा संबधा्त काही अटी घालून पाहू. 

अट 1 ः दोनही त्रिकोणांची उंची समान असषेल, ्तर -

    
A(D ABC) 
A(D PQR) 

= 
BC ´ h
QR ́  h

 = 
BC 
QR 

 

  \ 
A(D ABC) 
A(D PQR) 

= 
b1 
b2

गुणधम्म ः समान उंची असलषेल्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ांच्ा संग्त पा्ांच्ा प्रमाणा्त अस्ता्त.

अट 2 ः दोनही त्रिकोणांचा पा्ा समान असषेल ्तर -

आकृती 1.4आकृती 1.3

A P

B QD SC R

h h

आकृती 1.5

C

A D

P

Q B

h2

h1   A(D ABC) 
A(D APB) 

 = 
AB ́  h1

AB ́  h2

 

    

 \ A(D ABC) 
A(D APB) 

 = 
h1

h2

गुणधम्म ः समान लांबीच्ा पा्ांच्ा दोन त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ाचं्ा संग्त उंचीच्ा  प्रमाणा्त अस्ता्त.



3

कृती ः

  खालील ररकाम्ा चौकटी ्ोग् प्रकारषे भरा.

(i)          (ii)

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)    

A( D ABC) 
A( D APQ) 

 = 
  ́   
  ́  

 =  A(D LMN) 
A(D DMN) 

 = 
  ́   
  ́  

 = 

आकृती 1.6

A

B P QR C

आकृती 1.7

(iii)  त्बंदू M हा रषेख AB चा मध्त्बंदू आहषे. 

  रषेख CM ही D ABC ची मध्गा आहषे.

  \ A(D AMC)
A(D BMC)

  =  

     =  =  

  कारण त्लहा. आकृती 1.8

C

A BM

शषेजारील आकृ्ती्त, 

रषेख AE ^ रषेख BC, रषेख DF ^ रषेषा BC 

AE = 4, DF = 6  ्तर  
A( D ABC)
A( D DBC)  काढा.

आकृती 1.9

A

D

B E FC

उकल ः 
A( D ABC)
A( D DBC) 

 = 
AE
DF 

 .......... पा्ा समान, महणून क्षेरिफळषे उंचीच्ा प्रमाणा्त

  

   = 
4

6   = 
2

3      

D

P

L

M NQ
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उकल ः D ABD, D ADC, D ABC ् ा त््तनही  

  त्रिकोणांचा A हा समाईक त्शरोत्बंदू आहषे  

  व त्ाचंा पा्ा एका रषेषषे्त आहषे महणून ्ा  

  ्तीनही त्रिकोणांची उंची समान आहषे.

  BC = 15,  DC = 6  \ BD = BC - DC = 15 - 6 = 9

  
A( D ABD)
A( D ABC) 

 = 
BD
BC 

 .......... उंची समान, महणून क्षेरिफळषे पा्ांच्ा प्रमाणा्त 

          =  
9

15    =    
3

5                       

  A( D ABD)
A( D ADC) 

 = 
BD
DC 

 .......... उंची समान, महणून क्षेरिफळषे पा्ांच्ा प्रमाणा्त

        =    
9

6   = 
3

2  

उदा. (3)

आकृती 1.10

आकृती 1.11

D CB P

A

उदा. (2)  D ABC च्ा BC बाजूवर D त्बंदू असा आहषे, की DC = 6, BC = 15. 

  A(D ABD) : A(D ABC) आत्ण A(D ABD) : A(D ADC) काढा.

A D

CB P

c ABCD हा समां्तरभुज चौकोन आहषे. P हा 

बाजू BC वरील कोण्ताही एक त्बंदू आहषे. ्तर समान 

क्षेरिफळांच्ा त्रिकोणांच्ा दोन जोड्ा शोधा.

उकल ः c  ABCD हा समा्ंतरभुज चौकोन आहषे.

  \ AD || BC   व AB || DC

  D ABC  व  D BDC त्वचारा्त घ्ा.

  हषे त्रिकोण दोन समा्ंतर रषेषषेमध्षे काढलषे आहषे्त. त्ामुळषे समां्तर रषेषांमधील अ्ंतर ही त्ा दोनही त्रिकोणांची  

  उंची होईल. 

  D ABC व D BDC चा BC हा पा्ा समान असून उंचीही समान आहषे.

  महणून   A(D ABC) = A(D BDC)

  D ABC व D ABD चा AB हा पा्ा समान असून त्ांची उंची सुद ्धा समान आहषे.

  \ A(D ABC) = A(D ABD)
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उदा. (4)  
शषेजारील आकृ्ती्त D ABC च्ा AC ्ा बाजूवर  

D त्बंदू असा आहषे की AC = 16, DC = 9,

BP ^ AC, ्तर खालील गुणोत्तरषे काढा.

i) 
A( D ABD)
A( D ABC)              ii)  

A( D BDC)
A( D ABC)                 

iii) 
A( D ABD)
A( D BDC)     

B

P

D

A

C
आकृती 1.12

उकल ः D ABC च्ा बाजू AC वर P व D त्बंदू आहषे्त. महणून  D ABD, D BDC, D ABC, D APB  

  ्ांचा B हा सामाईक त्शरोत्बंदू त्वचारा्त घषे्तला ्तर त्ांच्ा AD, DC, AC, AP ्ा बाजू एका रषेषषे्त  

  आहषे्त. ् ा सव्म त्रिकोणांची उंची समान आहषे. महणून त्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ाचं्ा पा्ांच्ा प्रमाणा्त  

  आहषे्त. AC = 16, DC = 9 

  \ AD = 16 - 9 = 7

  \  
A( D ABD)
A( D ABC) 

 = 
AD
AC 

 = 
7

16
 . . . . . . . . (समान उंचीचषे त्रिकोण)

    
A( D BDC)
A( D ABC) 

 = 
DC
AC 

 = 9

16
 . . . . . . . . (समान उंचीचषे त्रिकोण)

    A( D ABD)
A( D BDC) 

 = 
AD
DC 

 = 7

9
  . . . . . . . . (समान उंचीचषे त्रिकोण)

हे लक्ात ठेवूया.

• दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर हषे त्ा त्रिकोणांच्ा पा्ा व संग्त उंची ्ांच्ा गुणाकारांच्ा  

 गुणोत्तराएवढषे अस्तषे.

• समान उंचीच्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ांच्ा संग्त पा्ांच्ा प्रमाणा्त अस्ता्त.

• समान पा्ांच्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ांच्ा संग्त उंचींच्ा प्रमाणा्त अस्ता्त.

सरावसंच 1.1

1. एका त्रिकोणाचा पा्ा 9 आत्ण उंची 5 आहषे. दुसऱ्ा त्रिकोणाचा पा्ा 10 आत्ण उंची 6 आहषे, ्तर त्ा 

त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर काढा.
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2. त्दलषेल्ा आकृ्ती 1.13 मध ष्े BC ^ AB,  

 AD ^ AB, BC = 4, AD = 8 ्तर

 
A( D ABC)
A( D ADB) 

 काढा.

4. शषेजारील आक्ृती्त AP ^ BC, AD || BC,  

 ्तर A(D ABC) ः A(D BCD) काढा.

आकृती 1.15

3. शषेजारील आकृ्ती 1.14 मध ष्े रषेख PS ^ रषेख RQ   

रषेख QT ^ रषेख PR. जर RQ = 6, PS = 6, 

PR = 12 ्तर QT काढा.  

5. शषेजारील आकृ्ती्त, PQ ^ BC,  AD ^ BC  

      ्तर खालील गुणोत्तरषे त्लहा.

 i) A( D PQB)
A( D PBC) 

          ii) 
A( D PBC)
A( D ABC)   

iii) 
A( D ABC)
A( D ADC)         iv)  

A( D ADC)
A( D PQC)     आकृती 1.16

D

C

A B

आकृती 1.13

आकृती 1.14

P

Q

T

R S

P

A

B C

D

P

Q

A

B CD
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जाणून घेऊया.

प्रमाणाचे मूलभूत प्रमेय (Basic Proportionality Theorem)  

प्रमेय ः शरिकोणाचया एका बाजूला समांतर असणारी रेषा तयाचया उरलेलया बाजूंना शभन्न शबंदूंत छेदत असेल, तर 
  ती रेषा तया बाजूंना एकाच प्रमाणात  शवभागते.

पक्  ः D ABC मध्षे रषेषा  l ||  रषेख BC 
   आत्ण रषेषा l ही बाजू AB ला P मध्षे  

  व बाजू AC ला Q मध ष्े  छषेद्तषे.

साधय ः AP
PB 

 = AQ
QC 

 

रचना ः रषेख PC व रषेख BQ काढा. 

शसद्धता ः D APQ व  D PQB  हषे समान उंचीचषे त्रिकोण आहषे्त.

  \ A(D APQ)
A(D PQB) 

 = 
AP
PB 

   .......... (क्षेरिफळषे पा्ांच्ा प्रमाणा्त) ..... (I)

  ्तसषेच  A(D APQ)
A(D PQC) 

 = 
AQ
QC 

  .......... (क्षेरिफळषे पा्ांच्ा प्रमाणा्त) ..... (II)

  D PQB व D PQC ्ांचा रषेख PQ हा समान पा्ा आहषे. रषेख PQ || रषेख BC 
  महणून D PQB व D PQC ्ांची उंची समान आहषे.
  \ A(D PQB) = A(D PQC) .......... (III)

  \ A(D APQ)
A(D PQB) 

 = 
A(D APQ)
A(D PQC) 

     .......... [(I), (II) आत्ण (III)] वरून

  \ AP
PB 

 = AQ
QC 

         .......... [(I) व (II)] वरून 

प्रमाणाचया मूलभूत  प्रमेयाचा वयतयास (converse of B.P.T.)

प्रमेय ः एखादी रेषा जर शरिकोणाचया दोन भुजांना शभन्न शबंदूंत छेदून एकाच प्रमाणात शवभागत असेल, तर ती रेषा 
  उरलेलया बाजूला समांतर असते.

  आकृ्ती 1.18 मध ष्े जर रषेषा l ही D ABC च्ा बाजू AB आत्ण बाजू AC ला अनुक्रमषे P आत्ण Q  

  त्बंदू्त छषेद्तषे आत्ण AP
PB 

 = 
AQ
QC

 ्तर रषेषा l || रषेख BC.

आकृती 1.17

P Q

A

B C

l
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  ्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता अप्रत्क् पद ्ध्तीनषे 

  दषे्ता ्षे्तषे.

कृती ः

 • D ABC हा कोण्ताही एक त्रिकोण काढा.

 • त्रिकोणाचा Ð B दुभागा. ्तो AC ला जषेथषे  

  छषेद्तो त्ाला D नाव द्ा.

 • बाजू मोजून त्लहा.

  AB =  सषेमी     BC =  सषेमी 

  AD =  सषेमी    DC =  सषेमी

 • 
AB
BC 

 व 
AD
DC  ही गुणोत्तरषे काढा.

A

B C

D

आकृती 1.19

पक्  ः D ABC च्ा Ð C चा दुभाजक रषेख AB ला E त्बंदू्त छषेद्तो.

साधय ः  AE

EB
 = 

CA

CB

रचना ः  त्बंदू B मधून, त्करण CE ला समां्तर रषेषा काढा, ्ती 
  वाढवलषेल्ा AC ला त्बंदू D मध्षे छषेद्तषे.

A B

C

D

E

आकृती 1.20

आकृती 1.18

A

B C

QP l

 • दोनही गुणोत्तरषे जवळ जवळ सारखी आहषे्त, हषे अनुभवा.

 • ्ाच त्रिकोणाचषे इ्तर कोन दुभागा व वरीलप्रमाणषे गुणोत्तरषे काढा. ्ती गुणोत्तरषेही समान ् षे्ता्त हषे अनुभवा.

जाणून घेऊया.

शरिकोणाचया कोनदुभाजकाचे प्रमेय ( Theorem of an angle bisector of a triangle)                   

प्रमेय ः शरिकोणाचया कोनाचा दुभाजक तया कोनासमोरील बाजूला उरलेलया  बाजूंचया लांबींचया गुणोततरात  
  शवभागतो.
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P

A

B

C
N

M

आकृती 1.22

शसद्धता ः  त्करण CE || त्करण BD व रषेषा AD ही छषेत्दका

   \  Ð ACE @ Ð CDB   .......... (संग्त कोन)...(I)

   आ्ता BC ही छषेत्दका घषेऊन

      Ð ECB @ Ð CBD   .......... (व्ुतक्रम कोन)...(II)

   परं्तु Ð ACE @ Ð ECB   .......... (पक्)...(III)

   \ Ð CBD @ Ð CDB    .......... [त्वधान (I), (II) आत्ण (III) वरून]

   D CBD मध्षे, बाजू CB @ बाजू CD  .......... (एकरूप कोनासमोरील बाजू)

   \ CB = CD     ...(IV)

   आ्ता, D ABD मध्षे, रषेख EC || बाजू BD .......... (रचना)

   \  AE
EB

 = 
AC
CD

    .......... (प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे्)...(V)

   \ AE
EB

 = 
AC
CB

    .......... [त्वधान (IV) आत्ण (V) वरून]

 (1)    समान उंचीच्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे  
     त्ांच्ा संग्त पा्ांच्ा प्रमाणा्त  
        अस्ता्त,

A

B CD

N

M

आकृती 1.21

अशधक माशहतीसाठी ः

वरील प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता दुसऱ्ा प्रकारषे ्तुमही त्लहा.

त्ासाठी आकृ्ती 1.21 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे D ABC काढा आत्ण DM ^ AB आत्ण DN ^ AC काढा. 

 (2) कोनदुभाजकावरील प्रत्षेक त्बंदू  
  हा कोनाच्ा भुजांपासून समदूर  
  अस्तो, 
  ्ा गुणधमाांचा उप्ोग करा.
 

आत्ण
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पक् ः रषेषा l || रषेषा m || रषेषा n

  t1 व t2  ्ा त्ांच्ा छषेत्दका आहषे्त. 

  t1 ही छषेत्दका त्ा रषेषांना अनुक्रमषे A, B,  

  C ्ा त्बंदूं्त छषेद्तषे. t2 ही छषेत्दका ्ा रषेषांना  

  अनुक्रमषे P, Q, R ्ा त्बंदूं्त छषेद्तषे.

साधय ः 
AB
BC 

  =  
PQ
QR 

P

Q

A l

B m

C n

D

t1

t2

R

आकृती 1.24शसद्धता ः रषेख PC काढला. हा रषेषाखंड रषेषा m ला D त्बंद्ूत छषेद्तो.

  D ACP मध ष्े, BD || AP

              \  
AB
BC 

 = PD
DC 

. . . . . (I)  (प्रमाणाचषे मूलभ्ूत प्रमषे्)

       D CPR  मध्षे  DQ || CR

             \  
PD
DC 

 = 
PQ
QR 

. . . . . (II) (प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे्)

             \  
AB
BC 

 = 
PD
DC 

 = 
PQ
QR 

.. . . . . (I) व (II) वरून.

शरिकोणाचया कोनदुभाजकाचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of angle bisector of triangle)

 D ABC च्ा बाजू BC वर जर त्बंदू D असा असषेल, की 
AB
AC 

 = 
BD
DC 

,  ्तर त्करण AD हा Ð BAC  

 चा दुभाजक अस्तो.

• 
AB
BC 

  व  
PQ
QR 

  ही गुणोत्तरषे काढा. ्ती जवळपास सारखी आहषे्त ही अनुभवा.

कृती ः

• ्तीन समा्ंतर रषेषा काढा.

• त्ानंा l, m, n अशी नावषे द्ा.

• t1 व  t2 ्ा दोन छषेत्दका  काढा.

• t1 ्ा छषेत्दकेवरील आं्तरछषेद AB व BC आहषे्त.

• t2 ्ा छषेत्दकेवरील आं्तरछषेद PQ व QR आहषे्त.

P

Q

A l
B m

C n

t1

R

t2

आकृती 1.23

\  
AB
BC 

 = 
PQ
QR 

प्रमेय ः तीन समांतर रेषांनी एका छेशदकेवर केलेलया आंतरछेदांचे गुणोततर हे तया रेषांनी दुसऱया कोणतयाही 
  छेशदकेवर केलेलया आंतरछेदांचया गुणोततराएवढे असते.

तीन समांतर रेषा व तयांचया छशेदका यांचा गुणधम्म 
(Property of three parallel lines and their transversal)
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आकृती 1.27

(1) प्रमाणाचषे मूलभ्ूत प्रमषे्

 D ABC मध्षे जर B-P-A ; B-Q-C  

 आत्ण रषेख PQ || रषेख AC असषेल

 ्तर BP
PA 

 = BQ
QC

 

(3) त्रिकोणाच्ा कोनदुभाजकाचषे प्रमषे्

 D ABC च्ा Ð ABC चा BD हा 

 दुभाजक असषेल आत्ण जर A-D-C,

 ्तर  
AB
BC 

 = AD
DC 

 

(4) ्तीन समा्ंतर रषेषा व त्ांच्ा छषेत्दका ्ांचा 
 गुणधम्म
 जर रषेषा AX || रषेषा BY ||  रषेषा CZ आत्ण  

 रषेषा l व  रषेषा m ्ा छषेत्दका त्ांना अनुक्रमषे  

 A, B, C व X, Y, Z मध्षे छषेद्त अस्तील  

 ्तर  
AB
BC 

 = 
XY
YZ 

  

आकृती 1.25

P

Q

A

B C

X Y

A lB

m

C

Z

A

B C

D

(2) प्रमाणाच्ा मूलभू्त प्रमषे्ाचा व्त्ास

 D PQR मध्षे जर P-S-Q; P-T-R

 आत्ण  
PS
SQ

 = 
PT
TR 

 ्तर रषेख ST || रषेख QR.

आकृती 1.28

आकृती 1.26

P

Q

TS

R

           

             
हे लक्ात ठेवूया.
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  D ABC मध्षे DE || BC (आकृ्ती 1.29)
  जर DB = 5.4 सषेमी, AD = 1.8 सषेमी

  EC = 7.2 सषेमी ्तर AE काढा.   

उकल ः D ABC मध्षे  DE || BC 

    \  AD
DB 

 = AE
EC 

 ..... (प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे्)

    \ 1 8

5 4

.

.
 = AE

7.2 
  

  \ AE ´ 5.4 = 1.8 ´ 7.2

  \ AE = 
1 8 7 2

5 4

. .

.

´
   = 2.4

  AE = 2.4 सषेमी

उदा. (2)  D PQR मध्षे रषेख RS हा  Ð R चा दुभाजक आहषे. (आक्ृती 1.30)
        जर PR = 15, RQ = 20, PS = 12
  ्तर  SQ काढा.

उकल ः D PRQ मध्षे रषेख RS हा Ð R चा दुभाजक आहषे. 

             
PR
RQ 

 = 
PS
SQ 

 . . . . . . ( कोनदुभाजकाचा गुणधम्म)

      15

20
 = 

12
SQ 

  

    SQ = 
12 ´ 20

15
 = 16

  \   SQ = 16

P

Q

O O

R

S

कृती ः त्दलषेल्ा आकृ्ती 1.31 मध ष्े AB || CD || EF 
जर AC = 5.4, CE = 9, BD = 7.5 ्तर चौकटी 
्ोग् प्रकारषे भरून DF  काढा.

उकल ः AB || CD ||  EF

  AC
 
 = DF  . . . . . (         )

  
5 4

9

.
 = DF    \ DF = 

A B

C D

E F

आकृती 1.30

आकृती 1.31

आकृती 1.29

A

B C

D E
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कृती ः   

D ABC मध्षे त्करण BD हा  Ð ABC चा दुभाजक 

आहषे. A-D-C  रषेख DE || बाजू BC, A-E-B, 

्तर त्सद्ध करा की,  AB
BC 

 = 
AE
EB 

  

आकृती 1.33

आकृती 1.32

आकृती 1.34 आकृती 1.35

A

B C

DE

आकृती 1.36

P

Q R3.5 1.5

37

M

P

Q

R

M

3.
6

4

9

10

2. जर D PQR मध्षे  PM = 15, PQ = 25, 

 PR = 20, NR = 8 ्तर रषेषा NM ही बाजू RQ 

 ला समा्ंतर आहषे का? कारण त्लहा.

P

QR

N M

P

Q

R
6

8

10

7
M

शसद्धता ः D ABC मध्षे त्करण BD हा Ð B चा दुभाजक आहषे.

      \ AB
BC 

 = AD
DC 

  .......... (कोन दुभाजकाचषे प्रमषे्) .......... (I)

  D ABC मध्षे DE || BC

       AE
EB 

 = AD
DC 

   .......... (. . . . . . . . . . . ) .......... (II)

     
AB

 = 
EB 

  .......... (I) व (II) वरून

सरावसंच 1.2

1. खाली काही त्रिकोण आत्ण रषेषाखंडांच्ा लांबी त्दल्ा आहषे्त. त्ांवरून कोणत्ा आकृ्ती्त त्करण PM हा  
 Ð QPR चा दुभाजक आहषे ्तषे ओळखा. 

(1)  (2) (3)
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3.  D MNP च्ा Ð N चा NQ हा दुभाजक आहषे.  

 जर MN = 5, PN = 7, MQ = 2.5 ्तर QP  

 काढा.

6.  आकृ्ती 1.40 मध्षे त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून QP  

 काढा.

7.  आकृ्ती 1.41 मध ष्े जर AB || CD || FE   

 ्तर x ची त्कंम्त काढा व AE काढा.

आकृती 1.37

आकृती 1.38

आकृती 1.39

आकृती 1.40

P Q

A

B C
60°

60°

P

Q N

M

2.5
5

7

P Q

A B

CD

4.  आकृ्ती्त काही कोनांची मापषे त्दली आहषे्त  

 त्ावरून दाखवा, की 
AP
PB 

 = AQ
QC 

5.  समलंब चौकोन ABCD मध्षे, 

  बाजू AB || बाजू PQ || बाजू DC,  जर AP = 15,  

 PD = 12, QC = 14 ्तर BQ काढा.

P

Q

N

M

40

25

14

A
x

B

C

D

E

F8

12

4

आकृती 1.41
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8.  D LMN मध्ये किरण MT हा Ð LMN चा  

 दुभाजि आहये. 

  जर LM = 6, MN = 10, TN = 8 तर LT  

 िाढा. 

9.  D ABC मध्ये रयेख BD हा Ð ABC चा  

 दुभाजि आहये, जर AB = x, BC = x + 5,  

 AD = x – 2, DC = x + 2 

  तर x ची किंमत िाढा.

10. शयेजारील आिृती 1.44 मध्ये करििोणाच्ा 

 अंतभाभागात X हा एि िोणताही किंदू आहये.  

 किंदू X हा करििोणाच्ा कशरोकिंदूंशी जोडला आहये. 

 तसयेच रयेख PQ || रयेख DE, रयेख QR || रयेख EF  

 तर रयेख PR || रयेख DF हये कसद्ध िरण्ासाठी  

 खालील चौिटी पूणभा िरा. 

P

X

Q
FE

D

R

आकृती 1.42

T

L

NM

6

10

8

A

x

x - 2

x + 2

x + 5B C

D

आकृती 1.43

आकृती 1.44

सिद्धता ः D XDE मध्ये PQ || DE  ..........  

    \ XP
 
  = 

QE 
 .......... (I) (प्रमाणाचये मूलभूत प्रमये् )

    D XEF मध्ये QR || EF  .......... 

    \  =   ..........(II)  

   

    \  =    .......... किधान (I) ि (II) िरून

    \ रयेख PR || रयेख DF  .......... (प्रमाणाच्ा मूलभूत प्रमये्ाचा व्त्ास )

11«.  D ABC मध्ये AB = AC, Ð B ि Ð C चये दुभाजि िाजू AC ि िाजू AB ्ांना अनुक्रमये किंदू D ि  

  E मध्ये छयेदतात. तर कसद्ध िरा, िी रयेख ED || रयेख BC.
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जरा आठवूया.

समरूप शरिकोण (Similar triangles)

D ABC व D DEF मध ष्े जर Ð A @ Ð D, 
Ð B @ Ð E, Ð C @ Ð F   

आत्ण   AB
DE 

 = BC
EF 

 = AC
DF 

  

्तर D ABC व D DEF हषे त्रिकोण समरूप अस्ता्त. आकृती 1.45

A

B C

D

E F

आकृती 1.46

P

A

QB RC

  D ABC व D DEF समरूप आहषे्त हषे D ABC ~ D DEF असषे त्लत्ह्ता्त. 

जाणून घेऊया.

शरिकोणांचया समरूपतेचया कसोट्ा (Tests for similarity of triangles)

दोन त्रिकोण समरूप असण्ासाठी त्ांच्ा त््तनही संग्त बाजू प्रमाणा्त असणषे आत्ण त््तनही संग्त कोन एकरूप 

असणषे आवश्क अस्तषे; परं्तु ्ा सहा अटींपैकी ्तीन त्वत्शष्ट अटींची प्ूत्म्ता झाल्ास उरलषेल्ा अटींची पू्त्म्ता 

आपोआप हो्तषे; महणजषे दोन त्रिकोण समरूप होण्ासाठी ्तीनच त्वत्शष्ट अटी पुरषेशा अस्ता्त. ्ा ्तीन अटी ्तपासून 

दोन त्रिकोण समरूप आहषे्त का हषे ठरत्व्ता ् षे्तषे. अशा पुरषेशा अटींचा समूह महणजषेच समरूप्तषेच्ा कसोट्ा हो्त. महणून  

दोन त्रिकोण समरूप आहषे्त का हषे ठरवण्ासाठी त्ा त्वत्शष्ट अटी ्तपासणषे पुरषेसषे अस्तषे. 

समरूपतेची कोकोको कसोटी (AAA test for similarity of triangles)

दोन त्रिकोणांच्ा त्शरोत्बंदूंमधील त्दलषेल्ा एकास एक संग्तीनुसार होणारषे संग्त कोन जर एकरूप अस्तील ्तर 

्तषे त्रिकोण समरूप अस्ता्त.        

      D ABC व D PQR मध ष्े  ABC « PQR 
्ा संग्ती्त जर  Ð A @ Ð P,  Ð B @ Ð Q,  
Ð C @ Ð R, ्तर D ABC ~ D PQR.
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अशधक माशहतीसाठी ः  

कोकोको कसोटीची शसद्धता

पक् ः D ABC व D PQR मध ष्े,
   Ð A @ Ð P, Ð B @ Ð Q,
  Ð C @ Ð R.

साधय ः D ABC ~ D PQR

शसद् धता ः D ABC हा D PQR पषेक्ा मोठा आहषे असषे मानू. मग AB वर त्बंदू M, AC वर त्बंदू N असा घ्ा  

  की, AM = PQ आत्ण AN = PR. त्ावरून D AMN @ D PQR हषे दाखवा. 

  त्ावरून MN || BC दाखव्ता ्षे्तषे. 

आ्ता प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे् वापरून, 
AM
MB

 = AN
NC

 

 महणजषेच, 
MB
AM

 = NC
AN

   .......... (व्स्त करून)

  
MB + AM 

AM
 = 

NC + AN 
AN

  .......... (्ोग त्क्र्ा करून) 

     \ 
AB
AM

 = AC
AN

     \   AB
PQ

 = AC
PR

. त्ाचप्रमाणषे 
AB
PQ 

 = BC
QR

 हषे दाखत्व्ता ्षेईल.

     \   
AB
PQ 

 = BC
QR

 = AC
PR

   \ D ABC ~ D PQR

आकृती 1.47

NM

P

Q

A

B C

R

समरूप शरिकोणांची कोको कसोटी (AA test for similarity of triangles) 

त्शरोत्बंदूंच्ा एखाद्ा एकास एक संग्तीनुसार एका त्रिकोणाचषे दोन कोन जर दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा दोन संग्त 

कोनांशी एकरूप अस्तील, ्तर पत्हल्ा त्रिकोणाचा उरलषेला कोन हा दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा उरलषेल्ा कोनाशी एकरूप 

अस्तो हषे आपल्ाला माही्त आहषे, महणजषेच एका त्रिकोणाचषे दोन कोन दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा दोन संग्त कोनांशी 
एकरूप अस्तील ्तरीही ही अट दोन त्रिकोण समरूप होण्ासाठी पुरषेशी अस्तषे. 

्ावरून, एका त्रिकोणाचषे दोन कोन दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा दोन कोनांशी एकरूप अस्तील, ्तर ्तषे दोन त्रिकोण 
समरूप अस्ता्त.

्ा गुणधमा्मला समरूप्तषेची कोको कसोटी महण्ता्त.
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समरूपतेची बाकोबा कसोटी (SAS test for similarity of triangles)

           दोन त्रिकोणांच्ा त्शरोत्बंदूंच्ा एखाद्ा एकास एक संग्तीनुसार त्ांच्ा संग्त बाजूंच्ा दोन जोड्ा एकाच 

प्रमाणा्त अस्तील आत्ण त्ा बाजूंनी समात्वष्ट केलषेलषे कोन एकरूप अस्तील, ्तर ्तषे दोन त्रिकोण समरूप अस्ता्त. 

आकृती 1.49

आकृती 1.50

उदाहरणार्म, जर D KLM व  D RST मध्षे 

  Ð KLM @ Ð RST

  
KL
RS 

 = 
LM
ST

 

  ्तर D KLM  ~  D RSTआकृती 1.48

L SM
1

T2

K
1.5

3

R

समरूपतेची  बाबाबा कसोटी ( SSS test for similarity of triangles )

 दोन त्रिकोणांच्ा त्शरोत्बंदूमधील एखाद्ा एकास एक संग्ती्त जषेवहा एका त्रिकोणाच्ा त््तनही बाजू दुसऱ्ा 

त्रिकोणाच्ा त््तनही बाजूंशी एकाच प्रमाणा्त अस्ता्त ्तषेवहा ्तषे त्रिकोण समरूप अस्ता्त. 

 समरूप्तषेच्ा ्ा गुणधमा्मला बाबाबा कसोटी महण्ता्त. 
उदाहरणार्म, जर D PQR व D XYZ मध्षे जर,

 
PQ
YZ 

 = QR
XY 

 = 
PR
XZ 

  

 ्तर D PQR ~ D ZYX

Z

L

M

X

Y N

Z

P
X

Q

Y
R

उदा. (1)  D XYZ मध्षे Ð Y = 100°, 
  Ð Z = 30°, 
  D LMN मध्षे Ð M = 100°, 
  Ð N = 30°,्तर D XYZ व D LMN   
  हषे समरूप आहषे्त का्?, 

  अस्तील ्तर कोणत्ा कसोटीनुसार?                                                            

समरूप शरिकोणांचे गुणधम्म ः

(1) D ABC ~ D ABC - पराव्त्मन्ता (Reflexivity)

(2) जर D ABC ~ D DEF  ्तर D DEF ~ D ABC - समत्म्त्ता (Symmetry)

(3)  जर D ABC ~ D DEF आत्ण D DEF ~ D GHI ्तर D ABC ~ D GHI - संक्रामक्ता (Transitivity)

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
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आकृती 1.51

आकृती 1.52

उकल ः D XYZ व D LMN मध्षे, 

  Ð Y = 100°, Ð M = 100° \ Ð Y @ Ð M

  Ð Z = 30°,   Ð N = 30°   \ Ð Z @ Ð N
  \ D XYZ ~ D LMN .......... (कोको कसोटीनुसार) 

  आत्ण Ð M @ Ð V ......... (पक्)

  \ D PMN ~ D UVW ......... (समरूप्तषेची बाकोबा कसोटी)

20 Z 30

M

P

X

NY

14 21

N10M

P

U

WV

3

5

6

  Ð Z @ Ð P त्दलषे आहषे. परं्तु Ð Z व Ð P हषे प्रमाणा्त असलषेल्ा बाजूंनी समात्वष्ट केलषेलषे कोन  

  नाही्त.

  \ D XYZ व D MNP हषे समरूप आहषे्त असषे महण्ता ्षेणार नाही.

उदा. (2)  आकृ्ती 1.51 मध ष्े त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून  
  त्रिकोण समरूप आहषे्त का? अस्तील ्तर  
  कोणत्ा कसोटीनुसार? 

उकल ः  D PMN व D UVW मध्षे 

  
PM
UV 

 = 6

3
 = 2

1
, 

MN
VW 

 = 10

5
 = 

2

1

  \  PM
UV 

 = 
MN
VW 

  

उदा. (3)  आकृ्ती 1.52 मध्षे त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून  
  त्रिकोण समरूप आहषे्त असषे महण्ता ्षेईल  
  का? महण्ता ्षे्त असषेल ्तर कोणत्ा  

  कसोटीनुसार ?

उकल ः D XYZ व  D MNP मध्षे

  XY
MN 

 = 
14

21  = 
2

3 , 

  
YZ
NP 

 = 
20

30
 = 

2

3

  \ XY
MN 

 = 
YZ
NP 
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उदा. (4) शषेजारील आकृ्तीमध्षे BP ^ AC, CQ ^ AB,  A – P- C,  
A- Q- B , ्तर D APB व D AQC समरूप  दाखवा.            
उकल  ः        D APB  व D AQC  मध्षे 
       Ð APB = °    (I)
       Ð AQC = ° (II)
 \ Ð APB @ Ð AQC .... (I) आत्ण (II) वरून

     Ð PAB @ Ð QAC .... (                  )

 \ D APB ~ D AQC  ..... (कोको कसोटी) 

उदा. (5)  जर चौकोन ABCD चषे कण्म Q त्बंदू्त छषेद्त अस्तील आत्ण 2QA = QC आत्ण 2QB = QD.

  ्तर  DC = 2AB दाखवा.

पक् ः 2QA = QC

  2QB = QD    

साधय ः   CD = 2AB   

शसद्धता ः 2QA = QC  \ QA
QC 

 = 
1

2
  .......... (I)

  2QB = QD \ QB
QD 

 = 
1

2
  .......... (II)

   \ QA
QC 

 = 
QB
QD 

     .......... (I) व (II) वरून

  D AQB व D CQD मध्षे 

  QA
QC 

 =
QB
QD 

    .......... (त्सद्ध केलषे) 

         Ð AQB @ Ð DQC   .......... (परसपर त्वरुधद कोन)

  \ D AQB ~D CQD   .......... (समरूप्तषेची बाकोबा कसोटी)        

  \ AQ
CQ 

 = 
QB
QD 

 = 
AB
CD 

  .......... (संग्त बाजू प्रमाणा्त)

  परं्तु  
AQ
CQ 

 = 
1

2
  \ AB

CD 
 = 

1

2
   

  \ 2AB = CD

आकृती 1.54
D

Q

AB

C

P

Q

A

B C

आकृती 1.53
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आकृती 1.55

सरावसंच 1.3

2. आकृ्ती 1.56 मधील त्रिकोण समरूप आहषे्त का? 

अस्तील ्तर कोणत्ा कसोटीनुसार ?

3. आकृ्ती 1.57 मध ष्े दाखवल्ाप्रमाणषे 8 मीटर व 

4 मीटर उंचीचषे दोन खांब सपाट जत्मनीवर उभषे 

आहषे्त. सू््मप्रकाशानषे लहान खांबाची सावली  

6 मीटर पड्तषे, ्तर त्ाच वषेळी मोठ्ा खांबाची 

सावली त्क्ती  लांबीची  असषेल?

आकृती 1.56

आकृती 1.57

4. D ABC मध्षे AP ^ BC, BQ ^ AC

 B- P-C, A-Q - C  ्तर,

 D CPA  ~ D CQB दाखवा. 

 जर AP = 7, BQ = 8, BC = 12 

 ्तर AC काढा.

आकृती 1.58
P

Q

A

B C

D

E

A

B

C

75°

75°

10 L

NM

P

3

Q

5

4

6

8 R

1. आकृ्ती 1.55 मध ष्े Ð ABC = 75°,
   Ð EDC =75°  ्तर कोण्तषे दोन त्रिकोण कोणत्ा 

कसोटीनुसार समरूप आहषे्त?

 त्ांची समरूप्ता ्ोग् एकास एक संग्ती्त त्लहा.

A

C
4

x6

8

P

Q R B
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5. आकृ्ती्त समलंब चौकोन PQRS मध्षे,

 बाजू PQ || बाजू SR, AR = 5AP, 

 AS = 5AQ ्तर त्सद्ध करा, 

 SR = 5PQ              

6. समलंब चौकोन ABCD मध ष्े, (आक्ृती 1.60)

 बाजू AB || बाजू DC कण्म AC व कण्म BD 

हषे परसपरांना O त्बंद्ूत छषेद्ता्त. AB = 20,  

DC = 6, OB = 15 ्तर OD काढा.
आकृती 1.60

आकृती 1.59

7. c ABCD हा समा्ंतरभुज चौकोन आहषे.  

बाजू BC वर E हा एक त्बंदू आहषे, रषेषा DE ही  

त्करण AB ला T त्बंदू्त छषेद्तषे. 

 ्तर DE ´ BE = CE ´ TE दाखवा.  

8. आकृ्ती्त रषेख AC व रषेख BD परसपरांना P त्बंदू्त 

छषेद्ता्त आत्ण 
AP
CP 

 = 
BP
DP 

  ्तर त्सद्ध करा,

 D ABP  ~  D CDP                                                         

S

P Q

A

R

D

O

AB

C

E

T

DA

B
C

D

P

A

B

C

आकृती 1.61

आकृती 1.62

9. आकृ्ती्त D ABC मध ष्े बाजू BC वर D हा 

त्बंदू  असा आहषे, की Ð BAC = Ð ADC  ्तर 

त्सद्ध करा, CA2 = CB ´ CD           
D

A

B C

आकृती 1.63
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पक् ः D ABC ~  D PQR,  AD ^ BC,  PS ^ QR 

साधय ः 
A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
AB2

PQ2 
 = 

BC2

QR2 = 
AC2

PR2 
 

शसद्धता ः A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
BC ́  AD 
QR ´ PS 

 = 
BC
QR

 ´ 
AD
PS 

  .......... (I)

  D ABD व D PQS मध्षे
  Ð B = Ð Q      .......... (पक्)

  Ð ADB = Ð PSQ = 90°   
  \ कोको कसोटीनुसार D ABD ~ D PQS

  \ 
AD
PS 

 = 
AB
PQ

       .......... (II)

  परं्तु  D ABC ~ D PQR

  \  AB
PQ

 = 
BC
QR 

 = 
AC
PR 

    .......... (III)

  (II) व (III) वरून

  
A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
BC
QR

 ´ 
AD
PS 

 = 
BC
QR

 ´BC
QR

 = 
BC2

QR2 = 
AB2

PQ2 
 = 

BC2

QR2

P

Q

A

B C
D

RS

आकृती 1.64

जाणून घेऊया.

समरूप शरिकोणांचया क्ेरिफळांचे प्रमेय (Theorem of areas of similar triangles)

प्रमेय ः जर दोन शरिकोण समरूप असतील तर  तयांचया  के्रिफळांचे गुणोततर हे तयांचया संगत भुजांचया वगाांचया  

  गुणोततराएवढे असते.
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1) ः D ABC ~ D PQR , A (D ABC) = 16 , A (D PQR) = 25 ्तर AB
PQ

 ्ा गुणोत्तराची त्कंम्त  
  काढा.
उकल ः DABC ~ D PQR

  \ A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = AB2

PQ2    .......... (समरूप त्रिकोणाचं्ा क्षेरिफळाचंषे गणुोत्तर सगं्त बाजूचं्ा  
              वगाांच्ा गुणोत्तराएवढषे अस्तषे.)
  \

16

25  = AB2

PQ2   \ AB
PQ

 = 4

5
  .......... (वग्ममुळषे घषेऊन) 

उदा. (2)  दोन समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त भुजांचषे गुणोत्तर 2ः5 आहषे , लहान त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ 64 चौसषेमी  
  असषेल ्तर मोठ्ा त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ त्क्ती ? 

उकल ः D ABC ~ D PQR मानू.
  D ABC हा लहान त्रिकोण व D PQR हा मोठा त्रिकोण आहषे, असषे मानू.

  \ A(D ABC) 
A(D PQR) 

  = ( )

( )

2

5

2

2  = 4

25
 .......... (समरूप त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांची गुणोत्तरषे)

 
  \ 64 

A(D PQR) 
  = 4

25

  4 ´ A(D PQR) = 64 ´ 25

  A(D PQR) = 
64 ´ 25

4  = 400

  \ मोठ्ा त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ = 400 चौसषेमी

उदा. (3)   समलंब चौकोन ABCD मध्षे बाजू AB || बाजू CD, कण्म AC व कण्म BD हषे एकमषेकांना P मध्षे 

  छषेद्ता्त, ्तर त्सद्ध करा  A(D APB) 
A(D CPD) 

 = AB2

CD2

उकल  ः समलंब चौकोन ABCD मध्षे बाजू AB || बाजू CD
   D APB व DCPD मध्षे 
   ÐPAB @ ÐPCD ..... (व्ुतक्रम कोन)
   ÐAPB @ ÐCPD ..... (परसपर त्वरुद्ध कोन)
   \ DAPB ~ DCPD ..... (कोको कसोटी)

                A(D APB) 
A(D CPD) 

  = AB2

CD2 .......... (समरूप त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे प्रमषे्)

आकृती 1.65

P

AB

C D
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सरावसंच 1.4

1.  दोन समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजूंचषे गुणोत्तर 3 ः 5 आहषे, ्तर त्ांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर काढा.

2.  D ABC ~ D PQR आत्ण AB ः PQ = 2ः3, ्तर खालील चौकटी पूण्म करा.

  A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = AB2

 = 
22

32   =                                       

3.  D ABC ~ D PQR, A (D ABC) = 80, A(D PQR) = 125, ्तर खालील चौकटी पूण्म करा. 

  A(D ABC) 
A(D . . . . ) 

  =          =           \   
AB
PQ

 =                                      

4.  D LMN ~ D PQR,  9 ´ A (DPQR ) = 16 ´ A (DLMN)  जर QR = 20 ्तर MN काढा.

5.  दोन समरूप त्रिकोणांची क्षेरिफळषे 225 चौसषेमी व 81 चौसषेमी आहषे्त.  जर लहान त्रिकोणाची एक बाजू 12 सषेमी 

 असषेल ्तर मोठ्ा त्रिकोणाची संग्त बाजू काढा.

6.  D ABC व D DEF हषे दोनही समभुज त्रिकोण आहषे्त. A (DABC) ः A (D DEF)  = 1 ः 2 असून  

 AB = 4 ्तर DE ची लांबी काढा .

7.  आकृ्ती 1.66 मध्षे रषेख PQ || रषेख DE, A (D PQF) = 20 एकक, जर PF = 2 DP आहषे, ्तर  

 A( c DPQE) काढण्ासाठी खालील कृ्ती पूण्म करा.

       A(D PQF) = 20 एकक,  PF = 2 DP,  DP = x  मानू.    \ PF = 2x

                    DF = DP +  =  +    = 3x  

       D FDE व D FPQ मध ष्े 

  Ð FDE   @  Ð           (संग्त कोन) 

  Ð FED   @  Ð            (संग्त कोन) 

  \ D FDE  ~ D FPQ .......... (कोको कसोटी) 

  \ A(D FDE) 
A(D FPQ ) 

  =  =
( )

( )

3

2

2

2

x

x = 
9

4

 A(D FDE) = 
9

4  A( D FPQ ) = 
9

4  ´  = 

  A(c DPQE) = A( D FDE) - A( D FPQ)

            =  -  

      =  

P

D

E FQ
आकृती 1.66

125
80
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 1

1.  खालील उपप्रशनांची प्ा्म्ी उत्तरषे त्दली आहषे्त त्ांपैकी अचूक प्ा्म् त्नवडा.

  (1) जर D ABC व D PQR मध्षे एका एकास एक  

 संग्ती्त 
AB
QR 

 =
BC
PR 

 =
CA
PQ 

 ्तर 

  खालीलपैकी सत् त्वधान कोण्तषे?

  (A) D PQR ~ D ABC  

  (B) D PQR ~ D CAB

  (C) D CBA  ~ D PQR

  (D) D BCA ~ D PQR

 (2)  जर D DEF व D PQR मध्षे, 
  Ð D @ Ð Q, Ð R @ Ð E, ्तर 

  खालीलपैकी असत् त्वधान कोण्तषे ? 

  (A)   
EF
PR 

 = DF
PQ 

    (B) 
DE
PQ 

 = 
EF
RP 

 

  (C) 
DE
QR 

 = 
DF
PQ

      (D) 
EF
RP 

 = DE
QR 

 

 (3) D ABC व D DEF मध्षे Ð B = Ð E, 

  Ð F = ÐC आत्ण AB = 3 DE, ्तर त्ा  

 दोन त्रिकोणांबाब्त सत् त्वधान कोण्तषे?
  (A) ्तषे एकरूप नाही्त आत्ण समरूपही नाही्त. 

 (B) ्तषे समरूप अाहषे्त पण एकरूप नाही्त. 

  (C) ्तषे एकरूप आहषे्त आत्ण समरूपही अाहषे्त.

  (D) वरीलपैकी एकही त्वधान सत् नाही.

  (A) 2 2     (B) 4    (C) 8    (D) 4 2  

 (4) D ABC व D DEF हषे दोनही समभुज त्रिकोण  

 आहषे्त, A (D ABC) ः A (D DEF) = 1 ः 2  

 असून  AB = 4 आहषे ्तर DE ची लांबी  

 त्क्ती ?

आकृती 1.67

A

PR

Q

B C

आकृती 1.68

D

E F P

Q

R

आकृती 1.69

A

B C

D

E F

आकृती 1.70

A

B C

D

E F
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 (5) आकृ्ती 1.71 मध्षे रषेख XY || रषेख BC ्तर खालील पैकी कोण्तषे त्वधान सत् आहषे ? 

आकृती 1.73

आकृती 1.71

आकृती 1.72

  (A) 
AB
AC  = 

AX
AY       (B) 

AX
XB  = 

AY
AC            

  (C) 
AX
YC  = 

AY
XB      (D) 

AB
YC  = 

AC
XB   

2. D ABC मध ष्े B - D – C आत्ण BD = 7, 
 BC = 20 ्तर खालील गुणोत्तरषे काढा.

  (1) A(D ABD) 
A(D ADC) 

 

  (2) A(D ABD) 
A(D ABC) 

          

  (3) A(D ADC) 
A(D ABC) 

             

3. समान उंचीच्ा दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर 2 ः 3 आहषे, लहान त्रिकोणाचा पा्ा 6 सषेमी असषेल ्तर 

मोठ्ा त्रिकोणाचा संग्त पा्ा त्क्ती असषेल?

4.   आक्ृती 1.73 मध ष्े ÐABC = ÐDCB = 90°

 AB = 6,  DC = 8 

 ्तर  
A( D ABC) 
A( D DCB)  = त्क्ती ?                    

5. आकृ्ती 1.74 मध्षे PM = 10 सषेमी  

 A(D PQS) = 100 चौसषेमी 

 A(DQRS) = 110 चौसषेमी

 ्तर NR काढा.

6. D MNT ~ D QRS त्बंदू T पासून काढलषेल्ा त्शरोलंबाची लांबी 5 असून त्बंदू S पासून काढलषेल्ा त्शरोलंबाची 

लांबी 9 आहषे, ्तर 
A( D MNT) 
A( D QRS) 

 हषे गुणोत्तर काढा. 

A

B C

D

6
8

P

Q

R

N SM

A

B CD

आकृती 1.74

A

B C

X Y
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7. आकृ्ती 1.75 मध्षे A – D – C   व   B – E – C . 

रषेख DE || बाजू AB. जर AD = 5, 

 DC = 3, BC = 6.4 ्तर BE काढा. 

आकृती 1.76

3

A

B C

D

x 6.4 - x

5

E
आकृती 1.75

P

Q

A
B

C

D

R

S

P

X

Q

Y

xxO
O RM

8. आकृ्ती 1.76 मध ष्े, रषेख PA, रषेख QB, रषेख RC 

व रषेख SD हषे रषेषा AD ला लंब आहषे्त. AB = 60, 

BC = 70, CD = 80, PS = 280, ्तर PQ, 

QR, RS काढा.

9. D PQR मध्षे रषेख PM ही मध्गा आहषे. 

 ÐPMQ व ÐPMR चषे दुभाजक बाजू PQ व  

 बाजू PR ला अनुक्रमषे X आत्ण Y त्बंदू्त छषेद्ता्त,  

 ्तर त्सद्ध करा XY || QR. 

 त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरून त्सद् ध्ता पूण्म करा.

 D PMQ मध ष्े त्करण MX हा ÐPMQ चा दुभाजक आहषे.

 \  =  .......... (I) (कोनदुभाजकाचषे प्रमषे्) 

    D PMR मध्षे त्करण MY हा  ÐPMR चा दुभाजक आहषे.

 \  =  .......... (II) (कोनदुभाजकाचषे प्रमषे्) 

 परं्तु  
MP
MQ 

 = 
MP
MR 

 .......... (M हा QR चा मध् महणजषेच MQ = MR)

     \ PX
XQ 

 = 
PY
YR 

  

      \  XY || QR .......... (प्रमाणाच्ा मूलभू्त प्रमषे्ाचा व्त्ास) 

आकृती 1.77
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P

A

B C

D

10«. आकृती 1.78 मध्ये D ABC च्या Ð B व 

 Ð C चये दुभयाजक एकमयेकयंानया X मध्ये 

छयेदतयात, रयेषया AX ही बयाजू BC लया Y मध्ये 

छयेदतये जर AB = 5, AC = 4, BC = 6 

तर 
AX
XY  ची ककंमत कयाढया.

आकृती 1.79

11. c ABCD मध्ये रयेख AD || रयेख BC.

कर्ण AC आकर कर्ण BD परसपरयांनया कबंदू P

मध्ये छयेदतयात. तर दयाखवया की AP
PD

= PC
BP

12. आकृती 1.80 मध्ये XY || बयाजू AC.

जर 2AX = 3BX आकर XY = 9 तर

AC ची ककंमत कयाढण्यासयाठी खयालील कृती पूर्ण करया.

कृती ः 2AX = 3BX  \ AX
BX 

 = 

   
AX +BX

BX 
 = 

+
.......... (्ोग करि्या करून) 

   
AB
BX 

 = .......... (I)

   D BCA ~ D BYX  .......... (समरूपतयेची  कसोटी) 

\ BA
BX 

= AC
XY 

    .......... (समरूप करिकोरयाच्या संगत बयाजू)

   \  = 
AC
9 

\ AC =  ..........(I) वरून

X

Y

A

B C
आकृती 1.80

13«. D ABC मध्ये  Ð A = 90°.  c DEFG ्या चौरसयाचये  

 D व E हये किरोकबंदू बयाजू BC वर आहयेत. कबंदू F हया  

 बयाजू AC वर आकर कबंदू G हयाबयाजू AB वर आहये. तर   

 कसद्ध करया. DE2 = BD ´ EC (D GBD व D CFE  

 हये समरूप दयाखवया. GD = FE = DE ् याचया उप्ोग करया.) 

rrr

आकृती 1.78

A

B C

X

Y

आकृती 1.81
E

F

A

B CD

G
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चला, शिकूया.

•  पा्थागोरसचषे त्रिकुट •  समरूप्ता आत्ण काटकोन त्रिकोण 
•  भतू्म्तीमध्ाचषे प्रमषे् •  पा्थागोरसचषे प्रमषे्
•  पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाचषे उप्ोजन •  अपोलोत्न्सचषे प्रमषे्

जरा आठवूया.

पायरागोरसचे  प्रमेय ः 
 काटकोन शरिकोणात कणा्मचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असतो.

D PQR मध्षे Ð PQR = 90° 
l(PR)2 = l(PQ)2 + l(QR)2

हषेच आपण PR2 = PQ2 + QR2 असषे त्लहू.

पायरागोरसचे  शरिकुट ः
नैसत्ग्मक संख्ांच्ा त्रिकुटामध्षे जर एका संख्षेचा वग्म हा इ्तर दोन संख्ांच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका असषेल ्तर 

त्ाला पा्थागोरसचषे  त्रिकुट महण्ता्त.

उदाहरणाथ्म ः ( 11, 60, 61 ) ्ा संख्ांच्ा त्रिकुटामध ष्े,

  112 = 121,  602 = 3600,  612 = 3721  आत्ण  121 + 3600 = 3721
  ्ा त्ठकाणी मोठ्ा संख्षेचा वग्म हा इ्तर दोन संख्ांच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका आहषे.
  \ 11, 60, 61 हषे पा्थागोरसचषे  त्रिकुट आहषे.
  ्तसषेच (3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17), (24, 25, 7) ही दषेखील पा्थागोरसची त्रिकुटषे  
  आहषे्त, हषे पड्ताळा.
  पा्थागोरसच्ा त्रिकुटां्तील संख्ा कोणत्ाही क्रमानषे त्लत्ह्ता ्षे्ता्त.

आकृती 2.1
P Q

R

D PQR च्ा PQ, QR व PR ्ा बाजूंच्ा लांबी अनुक्रमषे r, p आत्ण q ्ा अक्रांनी दाखत्वण्ाचाही संके्त आहषे. 
त्ानुसार, आक्ृती 2.1 च्ा संदभा्म्त पा्थागोरसचषे प्रमषे् q2 = p2 + r2 असषेही त्लत्ह्ता ्षेईल.

2 पायरागोरसचे प्रमेय
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अशधक माशहतीसाठी ः
पायरागोरसची शरिकुटे शमळवणयाचे सूरि ः

  जर a, b, c ्ा नैसत्ग्मक संख्ा अस्तील आत्ण a > b, ्तर [(a2 + b2),(a2 - b2),(2ab)] हषे  
  पा्थागोरसचषे त्रिकुट अस्तषे.
     (a2 + b2)2 = a4 + 2a2b2 + b4  .......... (I)
   (a2 - b2)2 = a4 - 2a2b2 + b4  .......... (II)
        (2ab)2 = 4a2b2  .......... (III)
 \ (I), (II) व (III) वरून, (a2 + b2)2 = (a2 - b2)2 + (2ab)2

 \[(a2 + b2), (a2 - b2), (2ab)] हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे.
  हषे त्रिकुट, पा्थागोरसची वषेगवषेगळी त्रिकुटषे त्मळवण्ासाठी सूरि महणून वापर्ता ्षे्तषे.
  उदाहरणाथ्म,  a = 5 आत्ण b = 3 घषे्तल्ास, 
  a2 + b2 = 34, a2 - b2 = 16 आत्ण 2ab = 30.
  (34, 16, 30) हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे, हषे ्तुमही पड्ताळून पाहा.
  a आत्ण b साठी त्वत्वध नैसत्ग्मक संख्ा घषेऊन सरूिाच्ा आधारषे पा्थागोरसची 5 त्रिकुटषे ्त्ार  
  करा.

मागील इ्त्तषे्त आपण 30°- 60°- 90° आत्ण 45°- 45°- 90° हषे कोन असणाऱ्ा काटकोन त्रिकोणांचषे 
गुणधम्म  पात्हलषे आहषे्त. 
(I) कोनांची मापे 30°-60°-90°  असणाऱया शरिकोणाचा गुणधम्म 
 काटकोन त्रिकोणाचषे लघुकोन 30° व 60° अस्तील, ्तर 30° मापाच्ा कोनासमोरील बाजू कणा्मच्ा 

त्नममी अस्तषे व 60° मापाच्ा कोनासमोरील बाजू कणा्मच्ा 3

2
 पट अस्तषे.

  आकृ्ती 2.2 पाहा. D LMN मध्षे, Ð L = 30°, Ð N = 60°, Ð M = 90°

30°

60°90°
M

L

N
आकृती 2.2

\ 30° कोनासमोरील बाजू = MN = 1

2
 ´ LN

 60° कोनासमोरील बाजू = LM = 3

2
  ´ LN

 जर LN = 6 सषेमी ्तर MN व LM काढू.

 MN = 1

2
 ´ LN LM = 3

2
 ´ LN

  = 1

2
 ´ 6  = 3

2
  ´ 6

  = 3 सषेमी   = 3 3  सषेमी 
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(II) कोनांची मापे 45°-45°-90° असणाऱया शरिकोणाचा गुणधम्म
 काटकोन त्रिकोणाचषे लघुकोन 45° व 45° मापाचषे अस्तील ्तर काटकोन करणारी प्रत्षेक बाजू ही कणा्मच्ा  
      1

2
 पट अस्तषे .

आकृ्ती 2.3 पाहा. D XYZ मध्षे,  

 XY = 1

2
 ´ ZY 

 XZ = 1

2
 ´ ZY 

जर   ZY = 3 2  सषेमी ्तर XY आत्ण XZ काढू.

 XY = XZ = 1

2
 ´ 3 2

      \ XY = XZ = 3 सषेमी

पा्थागोरसचषे प्रमषे् इ्त्ता 7 वी मध ष्े क्षेरिफळाच्ा सहाय्ानषे अभ्ासलषे आहषे. त्ामध्षे आपण चार काटकोन 

त्रिकोण व एक चौरस ्ांच्ा क्षेरिफळांचा उप्ोग केला हो्ता. ्ाच प्रमषे्ाची त्सद्ध्ता आपण थोड्ा वषेगळ्ा 

प्रकारषेही दषेऊ शक्तो.

कृती ः

आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे दोन एकरूप काटकोन त्रिकोण घ्ा. त्ांच्ा कणाांच्ा लांबीएवढ्ा दोन भुजा 

असलषेला एक समद ्त्वभुज काटकोन त्रिकोण घ्ा. हषे ्तीन काटकोन त्रिकोण जोडून समलंब चौकोन ्त्ार करा.

समलंब चौकोनाचषे क्षेरिफळ = 1

2
 ´ (समा्ंतर बाजूंच्ा लांबीची बषेरीज) ´ उंची ; ्ा सूरिाचा उप्ोग करून 

त्ाचषे क्षेरिफळ त््तनही त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांच्ा बषेरजषेबरोबर त्लहून पा्थागोरसचषे प्रमषे् त्सद्ध करा.

आकृती 2.4

x

y

y

x

z

z

आकृती 2.3

45°

45°

Z

X Y
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शसद्धता ः D ADB आत्ण  D ABC मध्षे 
  Ð DAB @ Ð BAC ...(सामाईक कोन)
  Ð ADB @ Ð ABC ...(90° कोन)
  D ADB ~ D ABC ...(को को कसोटी)...(I)

्तसषेच, D BDC आत्ण  D ABC मध्षे
Ð BCD @ Ð ACB ...(सामाईक कोन)
Ð BDC @ Ð ABC ...(90° कोन) 
D BDC ~ D ABC ...(को को कसोटी)..(II)

आकृती 2.6

आकृती 2.5

A

B

D

C

´

´

R

P Q

S

जाणून घेऊया.

आ्ता आपण पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाची त्सद ्ध्ता समरूप त्रिकोणांच्ा आधारषे दषेणार आहो्त.
ही त्सद्ध्ता दषेण्ासाठी आवश्क असणारषे काटकोन त्रिकोणाचषे समरूप्तषेसंबंधीचषे गुणधम्म अभ्ासू.

समरूपता  आशण  काटकोन शरिकोण (Similarity and right angled triangle)

प्रमेय  ः काटकोन शरिकोणात कणा्मवर टाकलेलया शिरोलंबामुळे जे शरिकोण तयार होतात ते मूळ काटकोन  
  शरिकोणािी व परसपरांिी समरूप असतात.
पक्  ः D ABC मध्षे Ð ABC = 90°,
  रषेख BD ^ रषेख AC,   A-D-C 
साधय  ः D ADB ~ D ABC
  D BDC ~ D ABC
  D ADB ~ D BDC

  \ D ADB ~ D BDC त्वधान (I) व (II) वरून ...(III)
  \ D ADB ~ D BDC ~ D ABC त्वधान (I), (II) व (III)  वरून..... सकं्रामक्ता

भशूमतीमधयाचे प्रमेय (Theorem of geometric mean) 

  काटकोन शरिकोणात, कणा्मवर काढलेला शिरोलंब, तया शिरोलंबामुळे होणाऱया कणा्मचया दोन भागांचा 
भूशमतीमधय असतो. 

शसद्धता ः काटकोन त्रिकोण PQR मध ष्े रषेख QS ^ कण्म PR
  D QSR ~ D PSQ .......... (काटकोन त्रिकोणांची समरूप्ता)

                        \ 
QS

PS
=

SR

SQ
 

                        \ QS

PS
=

SR

QS

   QS2 = PS ´ SR
  \ त्शरोलंब QS हा रषेख PS आत्ण  रषेख SR ्ांचा ‘भतू्म्तीमध्’ आहषे.
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आकृती 2.7

A

B C

D

आकृती 2.9आकृती 2.8

A

B C

P

Q R

पायरागोरसचे प्रमेय (Theorem of Pythagoras)

काटकोन शरिकोणात कणा्मचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असतो.
पक् ः D ABC मध्षे, ÐABC = 90°
साधय ः AC2 = AB2 + BC2

रचना ः त्बंदू B मधून बाजू AC वर रषेख BD
  लंब काढला. A-D-C
शसद्धता ः काटकोन D ABC मध्षे रषेख BD ^ कण्म AC ..... (रचना)
  \ D ABC ~ D ADB ~ D BDC ..... (काटकोन त्रिकोणाची समरूप्ता)
  D ABC ~ D ADB    ्तसषेच, D  ABC ~ D BDC

  \ AB
AD

 = BC
DB

 = AC
AB

 - संग्तभुजा     \ AB
BD

 = BC

DC
 = AC
BC

 - संग्तभुजा

  \ AB
AD

 = AC
AB

            \   BC

DC
 = AC
BC

  AB2 = AD ´ AC .......... (I)    BC2 = DC ´ AC .......... (II)
  (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून
       AB2 + BC2 =  AD ´ AC + DC ´ AC
     = AC (AD + DC)
     = AC ´ AC .......... (A-D-C)
  \ AB2 + BC2 =  AC2

  \ AC2 = AB2 + BC2

पायरागोरसचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of Pythagoras’ theorem)

एखाद्ा शरिकोणातील एका बाजूचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असेल, तर तो शरिकोण 
काटकोन शरिकोण असतो.
पक् ः D ABC मध्षे, AC2 = AB2 + BC2

साधय ः Ð ABC = 90°
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रचना ः D PQR असा काढा की, AB = PQ, BC = QR , Ð PQR = 90°.   
शसद्धता ः D PQR मध्षे,  Ð Q = 90°
  PR2 = PQ2 + QR2 .......... (पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ावरून)
     = AB2 + BC2 .......... (रचना) 
     = AC2  .......... (पक्) 
  \ PR2 = AC2, 
  \ PR  = AC  
  \ D ABC @ D PQR .......... (बाबाबा कसोटी)
  \ Ð ABC = Ð PQR = 90°
  

हे लक्ात ठेवूया.

(1) (a) समरूप्ता आत्ण काटकोन त्रिकोण 

D PQR मध ष्े Ð Q = 90° , रषेख QS ^ रषेख PR  
्षेथषे D PQR ~ D PSQ ~ D QSR अशा री्तीनषे 
आकृ्तीमध्षे ्त्ार होणारषे सव्म काटकोन त्रिकोण 
परसपरांशी समरूप अस्ता्त.

आकृती 2.10

 (b) भूत्म्तीमध्ाचषे प्रमषे् ः
  वरील आकृ्ती्त D PSQ ~ D QSR

   \ QS2 = PS ´ SR 
  \ रषेख QS हा रषेख PS व रषेख SR ्ा रषेषाखंडाचा भतू्म्तीमध् आहषे.

(2) पा्थागोरसचषे प्रमषे् ः 
 काटकोन त्रिकोणा्त कणा्मचा वग्म हा इ्तर दोन बाजूंच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका अस्तो.

(3) पा्थागोरसच्ा  प्रमषे्ाचा  व्त्ास ः
 एखाद्ा त्रिकोणा्तील एका बाजूचा वग्म हा त्ा त्रिकोणाच्ा उरलषेल्ा दोन बाजूंच्ा वगाांच्ा  
 बषेरजषेइ्तका असषेल ्तर ्तो त्रिकोण काटकोन त्रिकोण अस्तो. 
 ्ात्शवा् आणखी एक गुणधम्म खूप उप्ोगी आहषे. ्तोही लक्ा्त ठषेवू्ा.
(4)  काटकोन त्रिकोणा्त एक बाजू कणा्मच्ा त्नममी असषेल ्तर त्ा बाजूच्ा समोरील कोन 30° अस्तो.
 हा गुणधम्म 30°-60°-90° प्रमषे्ाचा व्त्ास आहषे.

Q R

P

S
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  आकृ्ती 2.11 पाहा. D ABC मध्षे Ð B= 90°, Ð A= 30°, AC=14 ्तर AB व BC काढा. 
उकल ः       D ABC मध्षे,

ÐB = 90°, ÐA = 30°, \ ÐC = 60° 
30°- 60°- 90° च्ा प्रमषे्ानुसार,

BC = 1

2
 ´ AC  AB = 3

2
 ´ AC

BC = 1

2
 ´ 14  AB = 3

2
 ´ 14

BC = 7    AB = 7 3

आकृती 2.11

उदा. (2) आकृ्ती 2.12 पाहा. D ABC मध्षे रषेख AD ^ रषेख BC, Ð C = 45°, BD = 5 आत्ण 
  AC = 8 2 , ्तर AD आत्ण BC काढा.
उकल ः        D ADC मध्षे, 

उदा. (3)  आकृ्ती 2.13 मध्षे Ð PQR = 90°, रषेख QN ^ रषेख PR, PN = 9, NR = 16 ्तर QN काढा.
उकल ः D PQR मध ष्े, रषेख QN ^ रषेख PR
  \ QN2 = PN ́  NR .... (भूत्म्तीमध्ाचषे प्रमषे्)
  \  QN = PN NR´
     = 9 16´

     = 3 ´ 4
     = 12
 आकृती 2.13

A

B C

14

60°

30°

P 9

16

N

RQ

Ð ADC = 90°, Ð C = 45°, \ Ð DAC = 45°

AD = DC = 1

2
 ́  8 2  ... (45°-45°-90° च्ा प्रमषे्ानुसार)

\ DC = 8 \  AD = 8

BC = BD + DC

      = 5 + 8

      = 13आकृती 2.12

CB

A

D

8
2

5
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उदा. (4)  आकृ्ती 2.14 पाहा. D PQR मध ष्े Ð PQR = 90°, रषेख QS ^ रषेख PR ्तर x, y, z च्ा त्कम्ती 
काढा.

उकल ः D PQR मध्षे, Ð PQR = 90°, रषेख QS ^ रषेख PR

       QS = PS SR´  .......... (भतू्म्तीमध्ाचषे प्रमषे्)

   = 10 8´

   = 5 2 8´ ´

   = 5 16´

   = 4 5

   \   x = 4 5 आकृती 2.14
RQ y

z

x
S

8

10

P

  ्ावरून,  x = 4 5 ,   y = 12, z = 6 5

उदा. (5)  काटकोन त्रिकोणा्त काटकोन करणाऱ्ा बाजू 9 सषेमी व 12 सषेमी आहषे्त ्तर त्ा त्रिकोणाचा कण्म  काढा.
उकल ः D PQR मध्षे, Ð Q = 90°

  D QSR मध्षे, Ð QSR = 90°
  \ QR2 = QS2 + SR2  

   = 4 5
2( )  + 82

   = 16 ´ 5 + 64
   = 80 + 64
    = 144
  \ QR = 12

  D PSQ मध्षे, Ð QSP = 90°
           \ PQ2  = QS2 + PS2  

   = 4 5
2( )  + 102

   = 16 ´ 5 + 100
   = 80 + 100
   = 180
    = 36 ´ 5
 \ PQ = 6 5

      PR2 = PQ2 + QR2 (पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार)
      = 92 + 122

      = 81 + 144
\ PR2 = 225
\ PR  = 15
त्रिकोणाचा कण्म = 15 सषेमी

आकृती 2.15

P

Q R
12

9
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उदा. (6)  D LMN मध्षे l = 5, m = 13, n = 12 ्तर D LMN हा काटकोन त्रिकोण आहषे त्कंवा नाही ्तषे 
ठरवा. (l, m, n, ्ा अनुक्रमषे Ð L, Ð M आत्ण Ð N ्ांच्ा समोरील बाजू आहषे्त.)

उकल ः l = 5,  m = 13,  n = 12
  l2= 25,  m2 = 169,  n2 = 144
  \ m2 = l2 + n2

  \ पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाच्ा व्त्ासानुसार D LMN हा काटकोन त्रिकोण आहषे.

उदा. (7)  आकृ्ती 2.16 पाहा. D ABC मध्षे, रषेख AD ^ रषेख BC, ्तर त्सद्ध करा ः  
  AB2 + CD2 = BD2 + AC2

उकल ः पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार D ADC मध ष्े,
     AC2 = AD2 + CD2 
  \  AD2 = AC2 - CD2 ... (I)
   D ADB मध्षे,
     AB2 = AD2 + BD2 
  \ AD2 = AB2 - BD2 ... (II)
  \  AB2 - BD2  = AC2 - CD2 .......... [(I) आत्ण (II) वरून]
   \  AB2 + CD2 = AC2 + BD2

सरावसंच 2.1

1. खालील त्रिकुटांपैकी पा्थागोरसची त्रिकुटषे कोण्ती आहषे्त हषे सकारण त्लहा.
         (1) (3, 5, 4) (2) (4, 9, 12)  (3) (5, 12, 13)
 (4) (24, 70, 74) (5) (10, 24, 27) (6) (11, 60, 61)

आकृती 2.17

आकृती 2.18

2. आकृ्ती 2.17 मध्षे Ð MNP = 90°, 
 रषेख NQ ^ रषेख MP, MQ = 9, 
 QP = 4 ्तर NQ काढा.

P

Q M R

10

8

M

N P

Q

3. आकृ्ती 2.18 मध ष्े Ð QPR = 90°,
 रषेख PM ^ रषेख QR आत्ण Q-M-R, 
 PM = 10, QM = 8 ्ावरून QR काढा.

आकृती 2.16

C

AB

D
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आकृती 2.19

4. आकृ्ती 2.19 मधील D PSR मध्षे त्दलषेल्ा  
 मात्ह्तीवरून RP आत्ण PS काढा.

5. आकृ्ती 2.20 मध्षे त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून AB  
 आत्ण BC काढण्ासाठी खालील क्ृती पूण्म  
 करा.

AB = BC ..........

\   Ð BAC = 

\ AB = BC =  ´ AC

  =  ´ 8

  =  ´ 2 2

  = 

S

R

P

6

30°

7. आकृ्ती 2.21 मध ष्े Ð DFE = 90°, 
 रषेख FG ̂  रषेख ED. जर GD = 8, FG = 12,  
 ्तर (1) EG  (2) FD आत्ण (3) EF काढा.

D

FE

G 8

12

P

R M Q

आकृती 2.21

आकृती 2.22

6. एका चौरसाचा कण्म 10 सषेमी आहषे ्तर त्ाच्ा बाजूची लांबी व पररत्म्ती काढा.

8. एका आ््ताची लांबी 35 सषेमी व रुदंी 12 सषेमी आहषे ्तर त्ा आ््ताच्ा कणा्मची लांबी काढा.

9«. आकृ्ती 2.22 मध्षे M हा बाजू QR चा मध्त्बंदू  
 आहषे. Ð PRQ = 90° असषेल ्तर त्सद्ध करा,
 PQ2 = 4PM2 - 3PR2

10«. रसत्ाच्ा दु्तफा्म असलषेल्ा इमार्तीच्ा त्भं्ती एकमषेकींना समा्ंतर आहषे्त. 5.8 मी लांबीच्ा त्शडीचषे एक  
 टोक रसत्ावर ठषेवलषे अस्ता त््तचषे वरचषे टोक पत्हल्ा इमार्तीच्ा 4 मीटर उंच असलषेल्ा खखडकीप्ां्त  
 टषेक्तषे. त्ाच त्ठकाणी त्शडी ठषेवून रसत्ाच्ा दुसऱ्ा बाजूस वळत्वल्ास त््तचषे वरचषे टोक दुसऱ्ा इमार्तीच्ा  
 4.2 मीटर उंच असलषेल्ा खखडकीप्ां्त ्षे्तषे, ्तर रसत्ाची रुंदी काढा.

आकृती 2.20

A

CB

8
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D ADB मध्षे, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार
c2 = (a-x)2 +  
c2 = a2 - 2ax + x2 +  .......... (I)
D ADC मध ष्े, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार
b2 = p2 +  

p2 = b2 -  .......... (II)आकृती 2.23
D

A

CxB

p

a - x

bc

  (II) मधील p2 ची त्कंम्त, (I) मध ष्े ठषेवून,
   c2 = a2 - 2ax + x2 + b2 - x2

  \ c2 = a2 + b2 - 2ax
  \ AB2 = BC2+ AC2 - 2BC ´ DC

उदा.(2)   D ABC मध्षे, Ð ACB  हा त्वशालकोन आहषे, रषेख AD ^ रषेख BC, ्तर त्सद्ध करा ः

  AB2 = BC2 + AC2 + 2BC ´ CD

  समजा AD = p, AC = b, AB = c, 

  BC = a, DC = x मानू.

  DB = a + x  

  D ADB मध्षे, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार,

    c2 = (a + x)2 + p2 

    c2 = a2 + 2ax + x2 + p2  .......... (I)
आकृती 2.24

A

B

c
b

x a

p

D C

जाणून घेऊया.

पायरागोरसचया प्रमेयाचे उपयोजन

पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ामध्षे काटकोन त्रिकोणाचा कण्म आत्ण काटकोन करणाऱ्ा बाजू ्ांचा परसपर संबंध 
महणजषेच काटकोनासमोरील बाजू आत्ण इ्तर दोन बाजूंमधील संबंध सांत्ग्तला आहषे.

त्रिकोणा्तील लघुकोनासमोरील बाजूचा इ्तर दोन बाजूंशी असलषेला संबंध ्तसषेच त्वशालकोनासमोरील बाजूंचा 
इ्तर दोन बाजूंशी असलषेला संबंध पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानषे ठरत्व्ता ्षे्तो.हषे संबंध खालील उदाहरणां्तून समजनू घ्ा.

उदा.(1)  D ABC मध्षे, Ð C  हा लघुकोन आहषे, रषेख AD ^ रषेख BC ्तर त्सद्ध करा ः
  AB2 = BC2 + AC2 - 2BC ´ DC 
  त्दलषेल्ा आकृ्तीमध्षे, AB = c,   AC = b,   AD = p,   BC = a,   DC = x मानू. 
  \ BD = a - x
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पक् ः D ABC मध्षे M हा बाजू BC चा  
  मध्त्बंदू आहषे.
साधय ः AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2

रचना ः रषेख AD ^ रषेख BC काढला.
आकृती 2.25

A

B CM D

शसद् धता ः जर रषेख AM हा रषेख BC ला लंब नसषेल, ्तर Ð AMB आत्ण Ð AMC ्ांपैकी एक त्वशालकोन  
  आत्ण दुसरा लघुकोन अस्तो.
  आकृ्तीमध्षे Ð AMB त्वशालकोन आत्ण Ð AMC हा लघुकोन आहषे.
  वरील उदाहरण (1) व उदाहरण (2) वरून,
  AB2 = AM2 + MB2 + 2BM ´ MD ..... (I)
  आत्ण AC2 = AM2 + MC2 - 2MC ´ MD
  \ AC2 = AM2 + MB2 - 2BM ´ MD ( BM = MC) ..........(II)
  \ (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून,
  AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2

  जर रषेख AM ^ बाजू BC ्तर ्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता ्तुमही त्लहा.
  ्ा उदाहरणावरून त्रिकोणाच्ा बाजू आत्ण मध्गा ्ांचा परसपरसंबंध समज्तो.
                ्ालाच ‘अपोलोत्न्सचषे प्रमषे्’ महण्ता्त. 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा.(1)  D PQR मध्षे, रषेख PM ही मध्गा आहषे. PM = 9 आत्ण PQ2 + PR2 = 290, ्तर QR काढा.
उकल ः D PQR मध्षे, रषेख PM ही मध्गा आहषे.
  M हा रषेख QR चा मध्त्बंदू आहषे.

  ्तसषेच D ADC मध्षे,
    b2 = x2 + p2   
   \ p2 = b2 - x2   .......... (II)
  \ (I) मध्षे (II) मधील p2 ची त्कंम्त घालून,
    c2 = a2 + 2ax + x2 + b2 - x2

        = a2 + 2ax + b2

  \ AB2 = BC2+ AC2 + 2BC ´ CD

अपोलोशनयसचे प्रमेय (Appollonius’ Theorem)

 D ABC मधय,े शबंदू M हा बाजू BC चा मधयशबंदू असेल, तर AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2
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P

Q

9

RM

आकृती 2.26

आकृती 2.27

 QM = MR = 1

2
QR

PQ2 + PR2 = 2PM2 + 2QM2 (अपोलोत्न्सच्ा प्रमषे्ानुसार)
 290 = 2 ´ 92 + 2QM2

 290 = 2 ´ 81 + 2QM2

 290 = 162 + 2QM2

      2QM2 = 290 - 162
      2QM2 = 128
        QM2 = 64
 QM = 8
\ QR = 2 ´ QM
   = 2 ´ 8
   = 16

उदा.(2)  समभुज चौकोनाच्ा बाजूंच्ा वगाांची बषेरीज त्ाच्ा कणाांच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तकी अस्तषे, हषे त्सद्ध  
  करा.

पक् ः c PQRS हा समभुज चौकोन असून कण्म PR  
  आत्ण SQ एकमषेकांना T ्ा त्बंदू्त छषेद्ता्त.
साधय ः PS2 + SR2 + QR2 + PQ2 = PR2 + QS2 

P

Q

T

R

S

शसद्धता ः समभुज चौकोनाचषे कण्म परसपरांना दुभाग्ता्त.
  \ अपोलोत्न्सच्ा प्रमषे्ानुसार,
  PQ2 + PS2 = 2PT2 + 2QT2 .......... (I) 
  QR2 + SR2 = 2RT2 + 2QT2 .......... (II)
  \ (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून,
   PQ2 + PS2 + QR2 + SR2 = 2(PT2 + RT2) + 4QT2

  \PS2 + SR2 + QR2 + PQ2  = 2(PT2 + PT2) + 4QT2 .......... (RT = PT)
   = 4PT2 + 4QT2

   = (2PT)2 + (2QT)2

   = PR2 + QS2

  (हषे उदाहरण पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाचा उप्ोग करूनही सोडत्व्ता ्षेईल.)
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सरावसंच 2.2

1. D PQR मध्षे, त्बंदू S हा बाजू QR चा मध्त्बंदू आहषे, जर PQ = 11, PR = 17, PS = 13 असषेल ्तर  
 QR ची लांबी काढा.
2. D ABC मध ष्े, AB = 10, AC = 7, BC = 9 ्तर त्बंदू C मधून बाजू AB वर काढलषेल्ा  
 मध्गषेची लांबी त्क्ती?

3. आकृ्ती 2.28 मध्षे रषेख PS ही D PQR ची  
 मध्गा आहषे आत्ण PT ^ QR ्तर त्सद्ध करा,

 (1) PR2 = PS2 + QR ´ ST + QR
2

2








 
 (2) PQ2 = PS2 - QR ´ ST + QR

2

2








4. आकृ्ती 2.29 मध ष्े, D ABC च्ा 
 बाजू BC चा त्बंदू M हा मध्त्बंदू आहषे.
 जर AB2 + AC2 = 290 सषेमी,
 AM = 8 सषेमी, ्तर BC काढा.

5«. आकृ्ती 2.30 मध्षे दाखत्वल्ानुसार T हा त्बंदू  
 आ््त PQRS च्ा अं्तभा्मगा्त आहषे, ्तर त्सद्ध  
 करा,  TS2 + TQ2 = TP2 + TR2

P

Q T RS

आकृती 2.28
A

B CM
आकृती 2.29

P Q

A B
T

RS
आकृती 2.30

संकीण्म प्रशनसंग्रह 2

1. खालील बहुप्ा्म्ी प्रशनांच्ा त्दलषेल्ा उत्तरांपैकी अचूक प्ा्म् त्नवडा.
 (1) खालीलपैकी कोण्तषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे ?
  (A) (1, 5, 10)        (B) (3, 4, 5)         (C) (2, 2, 2)          (D) (5, 5, 2)
 (2) काटकोन त्रिकोणा्त काटकोन करणाऱ्ा बाजूंच्ा वगाांची बषेरीज 169 असषेल, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी  
  त्क्ती?
  (A) 15  (B) 13  (C) 5  (D) 12

(आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे A-T-B असा रषेख 
AB || बाजू SR काढा.)
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 (3) खालीलपैकी कोणत्ा ्तारखषे्तील संख्ा हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे?
  (A) 15/08/17  (B) 16/08/16 (C) 3/5/17 (D) 4/9/15 
 (4) बाजूंच्ा लांबी a, b, c असलषेल्ा त्रिकोणामध ष्े जर a2 + b2 = c2 असषेल ्तर ्तो कोणत्ा  
  प्रकारचा त्रिकोण असषेल?
  (A) त्वशालकोन त्रिकोण     (B) लघुकोन त्रिकोण    (C) काटकोन त्रिकोण     (D)समभुज त्रिकोण
 (5) एका चौरसाचा कण्म 10 2  सषेमी असल्ास त्ाची पररत्म्ती ............... असषेल.
  (A) 10 सषेमी  (B) 40 2  सषेमी  (C) 20 सषेमी (D) 40 सषेमी
 (6) एका काटकोन त्रिकोणा्त कणा्मवरील त्शरोलंबामुळषे कणा्मचषे 4 सषेमी व 9 सषेमी लांबीचषे दोन भाग     
  हो्ता्त, ्तर त्ा त्शरोलंबाची लांबी त्क्ती? 
  (A) 9 सषेमी (B) 4 सषेमी  (C) 6 सषेमी  (D) 2 6  सषेमी
 (7) काटकोन त्रिकोणामध्षे काटकोन करणाऱ्ा बाजू 24 सषेमी व 18 सषेमी अस्तील ्तर त्ाच्ा कणा्मची  
  लांबी ............... असषेल.
  (A) 24 सषेमी  (B) 30 सषेमी  (C) 15 सषेमी  (D) 18 सषेमी
 (8) D ABC मध्षे, AB = 6 3  सषेमी, AC = 12 सषेमी आत्ण BC = 6 सषेमी ्तर Ð A चषे माप  
  त्क्ती?
  (A) 30°  (B) 60° (C) 90° (D) 45°
2. खालील उदाहरणषे सोडवा. 

 (1) एका समभुज त्रिकोणाची बाजू 2a आहषे, ्तर त्ाची उंची काढा. 

 (2) 7 सषेमी, 24 सषेमी, 25 सषेमी बाजू असलषेला त्रिकोण काटकोन त्रिकोण होईल का? सकारण त्लहा.

 (3) आ््ताच्ा बाजू 11 सषेमी व 60 सषेमी अस्तील, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी काढा.

 (4) एका काटकोन त्रिकोणामध्षे काटकोन करणाऱ्ा बाजू 9 सषेमी व 12 सषेमी आहषे्त, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा  
  कणा्मची लांबी काढा.

 (5) समखविभुज काटकोन त्रिकोणाची बाजू x आहषे, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी काढा.

 (6) D PQR मध्षे; PQ = 8 , QR = 5 , PR = 3 ; ्तर D PQR हा काटकोन त्रिकोण आहषे  
  का? असल्ास त्ाचा कोण्ता कोन काटकोन आहषे?

3. D RST मध्षे, Ð S = 90°, Ð T = 30°, RT = 12 सषेमी ्तर RS व ST काढा.

4. आ््ताचषे क्षेरिफळ 192 चौसषेमी असून त्ाची लांबी 16 सषेमी आहषे, ्तर आ््ताच्ा कणा्मची लांबी काढा.

5«. एका समभुज त्रिकोणाची उंची 3  सषेमी आहषे, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा बाजूची लांबी व पररत्म्ती काढा.

6. D ABC मध ष्े रषेख AP ही मध्गा आहषे. जर BC = 18, AB2 + AC2 = 260 ्तर AP काढा.
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7«. D ABC हया समभुज करिकोर आहये. पया्या BC वर P कबंदू असया आहये की PC = 1

3
 BC, जर AB = 6 सयेमी  

 तर AP कयाढया.

8. आकृती 2.31 मध्ये, M-Q-R-N. कदलयेल्या  
 मयाकहतीवरून कसद्ध करयाः 
 PM = PN = 3  ´ a

9. कसद्ध करयाः समयांतरभुज चौकोनयाच्या करयाांच्या वगयाांची बयेरीज ही त्या चौकोनयाच्या बयाजूंच्या वगयाांच्या  
 बयेरजयेबरोबर असतये.

10. प्ररयाली आकर प्रसयाद एकयाच कठकयारयावरून पूव्ण आकर उततर कदियेलया सयारख्या वयेगयानये कनघयालये.दोन तयासयांनंतर  
 त्यांच्यामधील अंतर 15 2  ककमी असयेल तर त्यांचया तयािी वयेग कयाढया.

11«.  D ABC मध्ये Ð BAC = 90°, 
 रयेख BL व रयेख CM ्या D ABC च्या  
  मध्गया आहयेत, तर कसद्ध करया ः 
 4(BL2 + CM2) = 5 BC2

12. एकया समयांतरभुज चौकोनयाच्या लगतच्या दोन बयाजूंच्या वगयाांची बयेरीज 130 सयेमी असून त्याच्या एकया करया्णची  
 लयांबी 14 सयेमी आहये तर त्याच्या दुसऱ्या करया्णची लयंाबी ककती ?

13. D ABC मध्ये रयेख AD ^ रयेख BC आकर 
 DB = 3CD,  तर कसद्ध करया ः
 2AB2 = 2AC2 + BC2    

आकृती 2.32

A

B

C

M

L

आकृती 2.33

A

BC D

14«.  समद्विभुज करिकोरयामध्ये एकरूप बयाजूंची लयांबी 13 सयेमी असून त्याचया पया्या 10 सयेमी आहये, तर त्या  
  करिकोरयाच्या मध्गयासंपयातयापयासून पया्याच्या समोरील किरोकबंदूप्ांतचये अंतर कयाढया.

आकृती 2.31

P

Q
M Naa

a
RS

a a
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15. समलंब चौकोन ABCD मध्षे,
रषेख AB || रषेख DC
रषेख BD ^ रषेख AD,
रषेख AC ^ रषेख BC,
जर AD = 15,  BC = 15 आत्ण AB = 25
असषेल ्तर A(c  ABCD) त्क्ती?

P

Q
60° 60°

T RS

आकृती 2.34

15 15

A B

CD

25

17«.  रषेख PM ही D PQR ची मध्गा आहषे. जर PQ = 40, PR = 42 आत्ण PM = 29, ्तर QR काढा.

18. रषेख AM ही D ABC ची मध्गा आहषे. जर AB = 22, AC = 34, BC = 24, ्तर बाजू AM ची
लांबी काढा.

ICT Tools or Links

इंटरनषेटवरून ‘Story on the life of Pythagoras’ ची मात्ह्ती त्मळवा. Slide show ्त्ार करा.

rrr

16«.  आकृ्तीमध्षे D PQR हा समभुज त्रिकोण असून  
 त्बंदू S हा रषेख QR वर अशा प्रकारषे आहषे की,

QS = 1

3
 QR ्तर त्सद्ध करा;9 PS2 = 7 PQ2

आकृती 2.35
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चला, शिकूया.

•  एका, दोन, ्तीन त्बंदूं्तून जाणारी व्तु्मळषे •  वृत्तछषेत्दका व सपत्श्मका
• सपश्मव्तु्मळषे • व्तु्मळकंस
• अं्तत्ल्मखख्त कोन व अं्तखांत्ड्त कंस • चक्री् चौकोन
• सपत्श्मका छषेत्दका कोनाचषे प्रमषे् • जीवांच्ा छषेदनांचषे प्रमषे्

जरा आठवूया.

व्तु्मळ ्ा आकृ्तीसंबंधीच्ा केंद्र, त्रिज्ा, व्ास, जीवा, अं्तभा्मग, बाह्यभाग ्ा संजांचा चांगला पररच् 
्तुमहाला झाला आहषे. एकरूप व्तु्मळषे, समकेंद्री व्तु्मळषे व छषेदणारी व्तु्मळषे ्ा सजंा आठवा.

 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी उप्ोगी पडणारी प्रमषे्षे आत्ण गुणधम्म आठवून त्लहा.
(1)  व्तु्मळकेंद्रा्तून जीवषेवर काढलषेला लंब  
(2) 
(3) 
 हषे गुणधम्म वापरून प्रशन सोडवा.

C

D EF

आकृती 3.1

कृती I ः  सोब्तच्ा आकृ्ती्त केंद्र C असलषेल्ा 
  व्तु्मळाची रषेख DE ही जीवा आहषे. 
  रषेख CF ^ जीवा DE. जर व्तु्मळाचा  
  व्ास 20 सषेमी  आत्ण DE = 16 सषेमी 
  असषेल, ्तर CF = त्क्ती ?

इ्त्ता नववी्त अभ्ासलषेलषे जीवांचषे गुणधम्म पुढील कृ्तींच्ा सहाय्ानषे आठवा.

एकरूप व्तु्मळषे समकेंद्री व्तु्मळषे छषेदणारी व्तु्मळषे

3 वतु्मळ
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कृती II ः  सोब्तच्ा आक्ृती्त केंद्र O असलषेल्ा  
  व्तु्मळाची रषेख QR ही जीवा आहषे. त्बंदू P हा  
  जीवा QR चा मध्त्बंदू आहषे. जर  
  QR = 24, OP = 10 ्तर व्तु्मळाची  
  त्रिज्ा काढा.

 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी उप्ोगी पडणारी प्रमषे्षे त्लहा.
(1)  
(2) 
 ्ा प्रमषे्ांचा उप्ोग करून उदाहरण सोडवा.

कृती III ः आकृ्ती्त व्तु्मळकेंद्र M आत्ण 
  रषेख AB हा व्ास आहषे.
  रषेख MS ^ जीवा AD
  रषेख MT ^ जीवा AC
  ÐDAB @ ÐCAB.
  ्तर त्सद् ध करा; जीवा AD @ जीवा AC.
 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी खालीलपैकी कोण्तषे प्रमषे् वापराल ?
(1)  व्तु्मळाच्ा दोन जीवा व्तु्मळकेंद्रापासून समदूर अस्तील, ्तर त्ा समान लांबीच्ा अस्ता्त.
(2) एकाच व्तु्मळाच्ा एकरूप जीवा व्तु्मळकेंद्रापासून समदूर अस्ता्त.
 ्ात्शवा् त्रिकोणांच्ा एकरूप्तषेची खालीलपैकी कोण्ती कसोटी उप्ोगी पडषेल ?
 (1) बाकोबा, (2) कोबाको, (3) बाबाबा, (4) कोकोबा, (5) कण्मभुजा.
 ्ोग् ्ती कसोटी आत्ण प्रमषे् वापरून त्सद् ध्ता त्लहा.

जाणून घेऊया.

एका, दोन, तीन शबंदूंतून जाणारी वतु्मळे

सोब्तच्ा आकृ्ती्त, एका प्र्तला्त त्बंदू A 
दाखत्वला आहषे. केंद्रत्बंदू  P, Q, R असणारी ्तीनही 
व्तु्मळषे A ्ा त्बंदू्तून जा्ता्त. त्बंदू A मधून जाणारी 
आणखी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील असषे ्तुमहाला वाट्तषे ?

्तुमचषे उत्तर ‘त्क्तीही’ त्कंवा ‘असंख्’ असषे 
असषेल, ्तर ्तषे बरोबर आहषे.

एकाच त्बंदू्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.

आकृती 3.2

आकृती 3.3

आकृती 3.4

PQ R

O

A

T

D

B

C

S
M

P

A

Q

R
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सोब्तच्ा आकृ्ती्तील A आत्ण B ्ा दोन त्भन्न त्बंदूं्तून 
जाणारी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील? 

A, B, C ्ा त््तनही त्बंदूं्तून जाणारी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील?
पुढषे त्दलषेल्ा कृ्तीं्तून काही उत्तर त्मळ्तषे का पाहा.

कृती I ः  त्बंदू A आत्ण त्बंदू B ्ांना जोडणारा  
  रषेख AB काढा. ्ा रषेषाखंडाची  
  लंबदुभाजक रषेषा l काढा. रषेषा l वरील 
   त्बंदू P  हषे केंद्र आत्ण PA त्रिज्ा घषेऊन 
  व्तु्मळ काढा.  हषे व्तु्मळ त्बंदू B मधूनही  
  जा्तषे, हषे पाहा. ्ाचषे कारण शोधा.  
  (लंबदुभाजक रषेषषेचा गुणधम्म आठवा.)

  रषेषा l चा Q हा आणखी एक त्बंदू घषेऊन, केंद्र Q आत्ण त्रिज्ा QA घषेऊन काढलषेलषे व्तु्मळही त्बंदू B  
  मधून जाईल का ? त्वचार करा. 
  त्बंदू A आत्ण त्बंदू B मधून जाणारी आणखी त्क्ती व्तु्मळषे काढ्ता ्षे्तील ? त्ांच्ा केंद्रत्बंदूंची सथानषे  
  कोठषे अस्तील ?
कृती II ः  नैकरषेषी् त्बंदू A, B, C काढा. ्ा त््तनही  
  त्बंदूं्तून जाणारषे व्तु्मळ काढण्ासाठी का्  
  करावषे लागषेल ? ्ा त््तनही त्बंदूं्तून जाणारषे  
  व्तु्मळ काढा.
  ्ाच ्तीन त्बंदूं्तून जाणारषे आणखी एक  
  व्तु्मळ काढ्ता ्षेईल का ? त्वचार करा.

कृती III ः एकरषेषी् असलषेलषे D, E, F हषे त्बंदू काढा. ्ा त््तनही त्बंदूं्तून जाणारषे व्तु्मळ काढण्ाचा प्र्तन करा.
  असषे व्तु्मळ काढ्ता ्षे्त नसषेल, ्तर ्तषे का काढ्ता ्षे्त नाही ्ाचा त्वचार करा.

हे लक्ात ठेवूया.

(1) एका त्बंदू्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.
(2) दोन त्भन्न त्बंदूं्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.
(3) ्तीन नैकरषेषी् त्बंदूं्तून जाणारषे एक आत्ण एकच व्तु्मळ अस्तषे.
(4) ्तीन एकरषेषी् त्बंदू्ंतून जाणारषे एकही व्तु्मळ नस्तषे.

आकृती 3.5

आकृती 3.6

आकृती 3.7

A

B

C

A B

C

P
Q

A B

l
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केंद्र O असलषेलषे एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. त्ा 
व्तु्मळाची रषेख OP ही एक त्रिज्ा काढा. ्ा त्रिज्षेला 
लंब असणारी एक रषेषा काढा. ही रषेषा आत्ण व्तु्मळ 
्ांच्ा छषेदनत्बंदूंना A व B नावषे द्ा. कलपना करा, 
की रषेषा AB ही त्बंदू O कडून त्बंदू P कडषे अशी सरक्त 
आहषे की त््तची आधीची खसथ्ती नव्ा खसथ्तीला समां्तर 
राहील; महणजषेच सरकलषेली रषेषा AB  आत्ण त्रिज्ा 
्ां्तील कोन काटकोनच राहील.

हषे घड्ताना त्बंदू A आत्ण B व्तु्मळावरून परसपरांच्ा जवळ जवळ ्षेऊ लाग्तील. सर्तषे शषेवटी ्तषे त्बंदू P मध्षे 
सामावलषे जा्तील. 

्ा खसथ्ती्त रषेषा AB ची नवी खसथ्ती ही व्तु्मळाची सपत्श्मका होईल, पर्ंतु त्रिज्ा OP आत्ण रषेषा AB ची नवी 
खसथ्ती ्ां्तील कोन मारि काटकोनच राहील.

्ावरून लक्ा्त ्षे्तषे, की व्तु्मळाच्ा कोणत्ाही त्बंद्ूतून जाणारी सपत्श्मका ्तो त्बंदू जोडणाऱ्ा त्रिज्षेला लंब 
अस्तषे. ह्या गुणधमा्मला ‘सपत्श्मका - त्रिज्ा प्रमषे्’ महण्ता्त.

आकृ्तीमध्षे, रषेषा l व व्तु्मळ ्ांच्ामध्षे एकही सामाईक त्बंदू नाही.
रषेषा m व व्तु्मळ ्ांच्ामध्षे त्बंदू P हा एकच सामाईक त्बंदू आहषे. ्षेथषे m ही व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे व त्बंदू 

P हा सपश्मत्बंदू आहषे असषे  महण्ता्त.
रषेषा n व व्तु्मळ ्ांना दोन सामाईक त्बंदू आहषे्त. Q व R हषे रषेषा व व्तु्मळ ्ांचषे छषेदनत्बंदू आहषे्त व रषेषा n ही 

वृत्तछषेत्दका आहषे असषे महण्ता्त.

व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकेचा एक महत्वाचा गुणधम्म एका कृ्ती्तून समजून घ्ा.

कृती ः

आकृती 3.8

आकृती 3.9

A
R

B

l m n

C
P

Q

A

P

O
B

जाणून घेऊया.

वृततछेशदका आशण सपशि्मका (Secant and tangent)
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शसद् धता ः समजा, रषेषा l ही रषेख OA ला लंब नाही. 
  समजा त्बंदू O मधून l वर OB हा लंब  
  टाकला.
  साहत्जकच त्बंदू B हा त्बंदू A पषेक्ा त्भन्न  
  असला पात्हजषे. (आक्ृती 3.11 पाहा.)

  रषेषा     l      वर    त्बंदू     C   असा    घषे्ता    ् षेईल,  की A-B-C  
  आत्ण BA = BC.

  आ्ता, D OBC आत्ण D OBA ्ांमध ष्े,

  रषेख BC @ रषेख BA .......... (रचना)

सपशि्मका - शरिजया प्रमेय (Tangent theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया कोणतयाही शबंदूतून जाणारी सपशि्मका, तो शबंदू केंद्ािी जोडणाऱया शरिजयेला लंब असते. 
  हषे प्रमषे् अप्रत्क् पद् ध्तीनषे त्सद ्ध कर्ता ्षे्तषे.

अशधक माशहतीसाठी ः

पक् ः केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाला रषेषा l ही त्बंदू A मध ष्े सपश्म कर्तषे. रषेख OA ही त्रिज्ा आहषे.
साधय ः रषेषा l ^ त्रिज्ा OA.

  Ð OBC @ ÐOBA .......... (प्रत ष्ेक काटकोन)

  रषेख OB @ रषेख OB

 \ D OBC @ D OBA .......... (बाकोबा कसोटी)

 \ OC = OA
  परं्तु रषेख OA ही त्रिज्ा आहषे, महणून 

  रषेख OC ही सुद् धा त्रिज्ा होईल.

 \ त्बंदू C हा व्तु्मळावर असषेल.

  महणजषे रषेषा l ही व्तु्मळाला A आत्ण C ्ा दोन त्बंदू्ंत छषेदषेल.

  हषे त्वधान पक्ाशी त्वसंग्त आहषे. कारण रषेषा l सपत्श्मका आहषे. 

  महणजषे रषेषा l व्तु्मळाला एकाच त्बंदू्त छषेद्तषे. ........... (पक्)

 \ रषेषा l ही त्रिज्ा OA ला लंब नाही, हषे असत् आहषे.

 \ रषेषा l ^ त्रिज्ा OA.

O A

l

आकृती 3.10

आकृती 3.11

A
B
C

O

l
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जरा आठवूया.

आपण त्शकलषेल्ा कोणत्ा प्रमषे्ाचा उप्ोग करून काटकोन 
त्रिकोणा्त कण्म ही सवा्म्त मोठी बाजू अस्तषे हषे त्सद् ध कर्ता ्षेईल?

जाणून घेऊया.

सपशि्मका-शरिजया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of tangent theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया शरिजयचेया बाह्यटोकातून जाणारी आशण तया शरिजयलेा लंब असणारी रेषा तया वतु्मळाची  
  सपशि्मका असते.

पक् ः रषेख MN ही केंद्र M असलषेल्ा व्तु्मळाची  
  त्रिज्ा आहषे. त्बंदू N मधून जाणारी 
  रषेषा l ही त्रिज्ा MN ला लंब आहषे.
साधय ः रषेषा l ही त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे.
शसद् धता ः रषेषा l चा P हा N खषेरीज दुसरा कोण्ताही  
  त्बंदू घषे्तला. रषेख MP काढला.

  आ्ता, D MNP मध्षे Ð N हा काटकोन आहषे.
  \ रषेख MP हा कण्म आहषे.
  \ रषेख MP > रषेख MN.
  \ त्बंदू P हा व्तु्मळावर असणषे शक् नाही.
  महणजषे रषेषा l चा N खषेरीज इ्तर कोण्ताही त्बंदू व्तु्मळावर नाही.
  \ रषेषा l ही व्तु्मळाला N ्ा एकाच त्बंदू्त छषेद्तषे.
  \ रषेषा l ही त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे.

चला, चचा्म करूया.

केंद्र A असणाऱ्ा व्तु्मळावरील B हा एक त्बंदू त्दला आहषे. ्ा 
व्तु्मळाची त्बंदू B मधून जाणारी सपत्श्मका काढाव्ाची आहषे.

B ्ा त्बंदू्तून जाणाऱ्ा असंख् रषेषा अस्ता्त. त्ांपैकी कोण्ती रषेषा 
्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका असषेल? ्ती कशी काढ्ता ्षेईल? 

त्बंदू B मधून जाणाऱ्ा एकापषेक्ा जास्त सपत्श्मका असू शक्तील का?

आकृती 3.12

आकृती 3.14

M

आकृती 3.13
N P l

A B

C

D

A

B
C
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व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील D ्ा त्बंदू्तून जाणाऱ्ा 
त्ा व्तु्मळाच्ा सपत्श्मका असू शक्तील का? असल्ास 
अशा त्क्ती सपत्श्मका अस्तील?

चचचे्तून ्तुमच्ा लक्ा्त आलषेच असषेल, की आक्ृती्त 
दाखवल्ाप्रमाणषे व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तून त्ा व्तु्मळाला 
दोन सपत्श्मका काढ्ता ्षे्तील.

सोब्तच्ा आकृ्ती्त रषेषा DP आत्ण रषेषा DQ ्ा 
सपत्श्मका, केंद्र A असलषेल्ा व्तु्मळाला त्बंदू P आत्ण  
त्बंदू Q मध ष्े सपश्म कर्ता्त.

रषेख DP आत्ण रषेख DQ ् ांना सपत्श्मकाखंड महण्ता्त.
आकृती 3.15

उदा. (1)  त्दलषेल्ा आकृ्ती्त, केंद्र D असलषेलषे व्तु्मळ 
  ÐACB च्ा बाजूंना त्बंदू A आत्ण B  
  मध्षे सपश्म कर्तषे. जर ÐACB = 52°,  
  ्तर ÐADB चषे माप काढा.
उकल ः चौकोनाच्ा चारही कोनांच्ा मापांची 
  बषेरीज 360° अस्तषे.
  \ ÐACB + ÐCAD + ÐCBD + ÐADB = 360°
  \ 52° + 90° + 90° + ÐADB = 360° ............. सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे्
  \ ÐADB + 232° = 360°
  \ ÐADB = 360° - 232° = 128°

P

A

Q

D

P

A

Q

D

A

D

B

C

आकृती 3.16

आकृती 3.17

  व्तु्मळाच्ा अं्तभा्मगा्तील C ्ा त्बंद्ूतून त्ा व्तु्मळाला सपत्श्मका काढ्ता ्षे्तील का?

सपशि्मकाखंडाचे प्रमेय (Tangent segment theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया बाह्यभागातील शबंदूपासून तया वतु्मळाला काढलेले सपशि्मकाखंड एकरूप असतात.
  शषेजारील आक्ृतीच्ा आधारषे पक् आत्ण साध् ठरवा.
  त्रिज्ा AP आत्ण AQ काढून ्ा प्रमषे्ाची खाली त्दलषेली त्सद् ध्ता ररकाम्ा जागा भरून पूण्म करा.

शसद् धता ः D PAD आत्ण D QAD ्ांमध्षे,
  बाजू PA @  (एकाच व्तु्मळाच्ा त्रिज्ा)
  बाजू AD @ बाजू AD 
  ÐAPD = ÐAQD = 90° ...... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्)
  \ D PAD @ D QAD 
  \ बाजू DP @ बाजू DQ 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
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उदा. (2)  रषेषा a आत्ण रषेषा b ह्या केंद्र O असणाऱ्ा व्तु्मळाच्ा समां्तर सपत्श्मका व्तु्मळाला अनुक्रमषे त्बंदू P व  
  Q मध्षे सपश्म कर्ता्त, ्तर रषेख PQ हा त्ा व्तु्मळाचा व्ास आहषे हषे त्सद्ध करा.
शसद् धता ः त्बंदू O मधून रषेषा a ला समा्ंतर रषेषा c काढा. 
  रषेषा a, c, b ्ांवर अनुक्रमषे त्बंदू T, S, R आकृ्ती्त         
दाखवल्ाप्रमाणषे घ्ा. त्रिज्ा OP  आत्ण त्रिज्ा OQ काढा.
  आ्ता, ÐOPT = 90° ..... सपत्श्मका -त्रिज्ा प्रमषे्
 \ ÐSOP = 90°..... (अ्ंतककोन गुणधम्म) .... (I)
  आ्ता, रषेषा a || रषेषा c ..... (रचना)
     रषेषा a || रषेषा b ..... (पक्)
     रषेषा b || रषेषा c 
  आ्ता, ÐOQR = 90° ..... सपत्श्मका -त्रिज्ा प्रमषे्
 \ ÐSOQ = 90°.....(अ्ंतककोन गुणधम्म) .... (II)
 \ (I) व (II) वरून,
  ÐSOP + ÐSOQ = 90° + 90° = 180°
 \ त्करण OP आत्ण त्करण OQ हषे त्वरुद् ध त्करण आहषे्त.
 \ त्बंदू P, O, Q एकरषेषी् आहषे्त.
 \ रषेख PQ हा व्तु्मळाचा व्ास आहषे.

आकृती 3.18

P T

O S

Q R

a

b

c

पावसाळ्ा्त थोडषे पाणी साठलषेल्ा रसत्ावरून मोटार सा्कल जा्त 
अस्ताना त््तच्ा मागील चाकावरून उडणाऱ्ा पाण्ाच्ा धारा ्तुमही पात्हल्ा 
अस्तील. त्ा धारा व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकांप्रमाणषे त्दस्ता्त हषे ्तुमच्ा लक्ा्त 
आलषे असषेल. त्ा धारा ्तशाच का अस्ता्त ्ाची मात्ह्ती ्तुमच्ा त्वजान 
त्शक्काकडून घ्ा.

त्फरणाऱ्ा भुईचक्रा्तून उडणाऱ्ा त्ठणग्ा, सुरीला धार लाव्ताना 
उडणाऱ्ा त्ठणग्ा ्ांचषे त्नरीक्ण करा.त्ाही सपत्श्मकांप्रमाणषेच त्दस्ता्त का?

हे लक्ात ठेवूया.

(1) सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे् ः व्तु्मळाच्ा कोणत्ाही त्बंदू्तून जाणारी सपत्श्मका, ्तो त्बंदू केंद्राशी जोडणाऱ्ा  
 त्रिज ष्ेला लंब अस्तषे. 
(2) सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे्ाचा व्त्ास ः व्तु्मळाच्ा त्रिज्षेच्ा बाह्यटोका्तून जाणारी आत्ण त्ा त्रिज्षेला  
 लंब असणारी रषेषा त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका अस्तषे. 
(3) व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील त्बंदूपासून त्ा व्तु्मळाला काढलषेलषे सपत्श्मकाखंड एकरूप अस्ता्त.

चाकाची धावण्ाची त्दशा

दाखत्वल्ाप्रमाणषे घ्ा. त्रिज्ा OP  आत्ण त्रिज्ा OQ काढा.
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सरावसंच 3.1

1. सोब्तच्ा आक्ृती्त, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाची त्रिज्ा 6 सषेमी आहषे. रषेषा AB ्ा व्तु्मळाला त्बंदू A मध ष्े  
 सपश्म कर्तषे. ्ा मात्ह्तीवरून खालील प्रशनाचंी उत्तरषे द्ा.
 (1) ÐCAB चषे माप त्क्ती अंश आहषे? का?
 (2) त्बंदू C हा रषेषा AB पासून त्क्ती अं्तरावर आहषे? का?
 (3) जर d(A,B)= 6 सषेमी, ्तर d(B,C) काढा.
 (4) ÐABC चषे माप त्क्ती अंश आहषे? का?

2. शषेजारील आकृ्ती्त, केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा  
 बाह्यभागा्तील R ्ा त्बंदूपासून काढलषेलषे 
 RM आत्ण RN हषे सपत्श्मकाखंड व्तु्मळाला त्बंदू  
 M आत्ण N  मध ष्े सपश्म कर्ता्त. 
 जर OR = 10 सषेमी व व्तु्मळाची त्रिज्ा 5 सषेमी  
 असषेल ्तर -

M

N

O R

M

N

O R

आकृती 3.20

आकृती 3.21

A B

C

आकृती 3.19

 (1) प्रत्षेक सपत्श्मकाखंडाची लांबी त्क्ती?
 (2) ÐMRO चषे माप त्क्ती?  (3) ÐMRN चषे माप त्क्ती?

3. रषेख RM आत्ण रषेख RN हषे केंद्र O  
 असलषेल्ा व्तु्मळाचषे सपत्श्मकाखंड आहषे्त, ्तर  
 रषेख OR हा ÐMRN आत्ण ÐMON ्ा  
 दोनही  कोनांचा दुभाजक आहषे, हषे त्सद् ध करा.

4. त्रिज्ा 4.5 सषेमी असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा दोन सपत्श्मका परसपरांना समां्तर आहषे्त. ्तर त्ा सपत्श्मकां्तील अं्तर
 त्क्ती हषे सकारण त्लहा.

ICT Tools or Links

संगणकावर त्जओत्जब्ा ्ा सॉफटवषेअरच्ा साहाय्ानषे व्तु्मळ व व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील त्बंदू्तून 
सपत्श्मका काढून सपत्श्मकाखंड एकरूप आहषे्त ्ाचा पड्ताळा घ्ा.
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आकृती 3.23

जाणून घेऊया.

आकृती 3.22

X Y Z

Y X Z

कृती I ः
  आकृ्ती 3.22 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे,  
  X-Y-Z हषे एकरषेषी् त्बंदू काढा. 
  केंद्र X व त्रिज्ा XY घषेऊन व्तु्मळ काढा. 
  केंद्र Z व त्रिज्ा YZ घषेऊन दुसरषे व्तु्मळ काढा.
  ही दोन व्तु्मळषे Y ्ा एकाच त्बंदू्त एकमषेकांना  
  छषेद्ता्त हषे अनुभवा.
  त्बंदू Y मधून रषेख XZ ला लंबरषेषा काढा. ही रषेषा  
  दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका आहषे हषे  
  लक्ा्त घ्ा.

कृती II ः
  आकृ्ती 3.23 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे  
  Y-X-Z हषे एकरषेषी् त्बंदू काढा.
  केंद्र Z आत्ण त्रिज्ा ZY घषेऊन व्तु्मळ काढा.
  केंद्र X आत्ण त्रिज्ा XY घषेऊन व्तु्मळ काढा.
  दोनही व्तु्मळषे Y ्ा एकाच त्बंदू्त छषेद्ता्त हषे  
  अनुभवा.
  त्बंदू Y मधून रषेख YZ ला लंबरषेषा काढा. 
  ही रषेषा दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका 
  आहषे हषे लक्ा्त घ्ा.

वरील कृ्तीं्तून ्तुमच्ा लक्ा्त आलषे असषेल, की दोनही आकृत्ां्तील व्तु्मळषे एकाच प्र्तला्त आहषे्त आत्ण 
एकमषेकांना एकाच त्बंदू्त छषेद्ता्त. अशा व्तु्मळांना एकमषेकांना सपश्म करणारी व्तु्मळषे त्कंवा सपि्मवतु्मळे महण्ता्त.

सपश्मव्तु्मळांची व्ाख्ा पुढीलप्रमाणषे कर्ता ्षे्तषे.
एका प्र्तला्तील दोन व्तु्मळषे त्ाच प्र्तला्तील एका रषेषषेला एकाच त्बंदू्त छषेद्त अस्तील, ्तर त्ांना सपश्मव्तु्मळषे 

महण्ता्त. ्ती रषेषा दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका अस्तषे.
दोनही व्तु्मळषे व रषेषा ्ांच्ा्तील सामाईक त्बंदूला सामाईक सपि्मशबंदू महण्ता्त.

सपि्म वतु्मळे (Touching circles)
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आकृ्ती 3.24 मध ष्े, केंद्र R व S असणारी व्तु्मळषे रषेषा l ला T ्ा एकाच त्बंद्ूत छषेद्ता्त. महणून ्ती दोनही 
सपश्मव्तु्मळषे असून रषेषा l ही त्ांची सामाईक सपत्श्मका आहषे. ह्या आकृ्ती्तील व्तु्मळषे बाह्यसपिशी आहषे्त.

आकृ्ती 3.25 मधील व्तु्मळषे अंतसप्मिशी असून रषेषा p ही त्ांची सामाईक सपत्श्मका आहषे.

शवचार करूया

(1) आकृ्ती 3.24 मधील व्तु्मळांप्रमाणषे परसपरांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांना बाह्यसपशशी व्तु्मळषे का महण्ता्त?

(2) आकृ्ती 3.25 मधील व्तु्मळांप्रमाणषे एकमषेकांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांना अ्ंतसप्मशशी व्तु्मळषे का महण्ता्त?

(3) आकृ्ती 3.26 मध ष्े, केंद्र A व B असणाऱ्ा व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 3 सषेमी व 4 सषेमी अस्तील ्तर-

 (i) आकृ्ती 3.26 (a) मध्षे d(A,B) त्क्ती असषेल?

 (ii) आकृ्ती 3.26 (b) मध्षे d(A,B) त्क्ती असषेल?

आकृती 3.24

R T S

l p

K
N M

आकृती 3.25

सपि्मवतु्मळांचे प्रमेय (Theorem of touching circles)

प्रमेय   ः परसपरांना सपि्म करणाऱया वतु्मळांचा सपि्मशबंदू तया वतु्मळांचे केंद्शबंदू जोडणाऱया रेषेवर असतो.

आकृती 3.26

A C B

l

(a)

A

C

B

l

(b)
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आकृती 3.27

A

P R Q

B

आकृती 3.28

A

l

B

C
D

E

पक्  ः केंद्र A व B असणाऱ्ा व्तु्मळांचा सपश्मत्बंदू C आहषे.
साधय ः त्बंदू C हा रषेषा AB वर आहषे.
शसद् धता ः समजा, रषेषा l ही सपश्मव्तु्मळांची त्बंदू C मधून जाणारी सामाईक सपत्श्मका आहषे.
  रषेषा l ^ रषेख AC, रषेषा l ^ रषेख BC. \  रषेख AC व रषेख BC हषे रषेषा l ला लंब आहषे्त.
  त्बंदू C मधून रषेषा l ला एकच लंब रषेषा काढ्ता ्षे्तषे. \ C, A, B एकरषेषी् आहषे्त.
 

 हे लक्ात ठेवूया.

  (1)  परसपरांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांचा सपश्मत्बंदू, त्ा व्तु्मळांचषे केंद्रत्बंदू जोडणाऱ्ा रषेषषेवर अस्तो.
  (2)  बाह्यसपशशी व्तु्मळांचा केंद्रां्तील अं्तर त्ांच्ा त्रिज्ांच्ा बषेरजषेएवढषे अस्तषे.
  (3)  अ्ंतसप्मशशी व्तु्मळांच्ा केंद्रां्तील अं्तर त्ांच्ा त्रिज्ां्तील फरकाएवढषे अस्तषे.

सरावसंच 3.2
1. दोन अं्तसप्मशशी व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 3.5 सषेमी व 4.8 सषेमी आहषे्त, ्तर त्ांच्ा केंद्रां्तील अं्तर त्क्ती  
 आहषे?
2. बाह्यसपशशी असलषेल्ा दोन व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 5.5 सषेमी व 4.2 सषेमी अस्तील ्तर त्ांच्ा केंद्रां्तील  
 अं्तर त्क्ती असषेल?
3. त्रिज्ा अनुक्रमषे 4 सषेमी आत्ण 2.8 सषेमी असणारी, (i) बाह्यसपशशी (ii) अ्ंतसप्मशशी, व्तु्मळषे काढा.
4. आकृ्ती 3.27 मध्षे, केंद्र P आत्ण Q असलषेली व्तु्मळषे परसपरांना त्बंदू R मध्षे सपश्म कर्ता्त. त्बंदू R मधून  
 जाणारी रषेषा त्ा व्तु्मळांना अनुक्रमषे त्बंदू A व त्बंदू B मध ष्े छषेद्तषे. ्तर -

 (1) रषेख AP || रषेख BQ हषे त्सद् ध करा.
 (2) D APR ~ D RQB हषे त्सद् ध करा.
 (3) जर Ð PAR चषे माप 35° असषेल, 
   ्तर Ð RQB चषे माप ठरवा.

5. आक्ृती 3.28 मध्षे, केंद्र A व B असणारी व्तु्मळषे  
 परसपरांना त्बंदू E मध ष्े सपश्म कर्ता्त. रषेषा l ही  
 त्ाचंी सामाईक सपत्श्मका त्ांना अनुक्रमषे C व  
 D मध ष्े सपश्म कर्तषे. जर व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे  
 4 सषेमी व 6 सषेमी अस्तील, ्तर रषेख CD ची लांबी  
 त्क्ती असषेल?
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वृत्तछषेत्दकेमुळषे व्तु्मळाचषे दोन भागा्ंत त्वभाजन 
हो्तषे. ्ांपैकी कोण्ताही एक भाग आत्ण वृत्तछषेत्दकेचषे 
व्तु्मळावरील त्बंदू ्ांनी त्मळून होणाऱ्ा आकृ्तीला 
वतु्मळकंस महण्ता्त.

व्तु्मळ  आत्ण वृत्तछषेत्दका ्ांच्ा छषेदनत्बंदूंना 
कंसांचषे अंत्त्बंदू त्कंवा कंसांची टोके महण्ता्त.

ज्ा कोनाचा त्शरोत्बंदू व्तु्मळकेंद्रावर अस्तो. त्ा 
कोनाला केंद्ीय कोन महण्ता्त.

आकृ्ती 3.30 मध ष्े केंद्र O असलषेलषे व्तु्मळ असून 
Ð AOB हा केंद्री् कोन आहषे. 

वृत्तछषेत्दकेप्रमाणषेच केंद्री् काषेनामुळषेसुद् धा व्तु्मळाचषे 
दोन कंसा्ंत त्वभाजन हो्तषे.

आकृती 3.29

Y

k
C

A B
X

कंसाचे माप (Measure of an arc)
काही वषेळा दोन कंसांची ्तुलना करण्ाची गरज पड्तषे. त्ासाठी कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा पुढीलप्रमाणषे ठरवलषेली 

आहषे.

जरा आठवूया.

वतु्मळकंस (Arc of a circle)

आकृ्ती 3.29 मध्षे, वृत्तछषेत्दका k मुळषे, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाचषे AYB आत्ण AXB हषे दोन कंस ्त्ार 
झालषे आहषे्त. 

वृत्तछषेत्दकेच्ा ज्ा बाजूला व्तु्मळकेंद्र अस्तषे त्ा बाजूच्ा कंसाला शविालकंस आत्ण त्वरुद ्ध बाजूच्ा कंसाला 
लघुकंस महण्ता्त. आकृ्ती 3.29 मध्षे कंस AYB हा त्वशालकंस आत्ण कंस AXB हा लघुकंस आहषे. एखाद्ा 
व्तु्मळकंसाचषे नाव ्तीन अक्रषे वापरून त्लत्हल्ानषे ्तो नषेमका समज्तो, परं्तु काही संत्दगध्ता त्नमा्मण हो्त नसषेल ्तर 
लघुकंसाचषे नाव त्ाचषे अंत्त्बंदू दश्मवणाऱ्ा दोन अक्रांनी त्लत्ह्ता्त. उदाहरणाथ्म, आक्ृती 3.29 मधील कंस AXB 
हा कंस AB असाही त्लत्ह्ता्त.

आपण कंसाचषे नाव त्लत्हण्ासाठी हीच पद ्ध्त वापरणार आहो्त.

केंद्ीय कोन (Central angle)

आकृती 3.30

P

Q

O
q B

A

त्वशालव्तु्मळकंस

लघुव्तु्मळकंस
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आकृती 3.31

A

F

B

40°
70°

70°

G

C

D

I

E

J

मापांचषे कोन काढा. ्ा कोनांच्ा मापापषेक्ा वषेगळषे माप 
असणारा Ð ICJ काढा. 

Ð DCE च्ा भुजा आ्तील व्तु्मळाला छषेदल्ामुळषे 
त्मळणाऱ्ा कंसाला AB नाव द्ा.

कंसाच्ा मापाच्ा व्ाख्षेवरून, कंस AB आत्ण 
कंस DE ्ांची मापषे समान आहषे्त, हषे लक्ा्त आलषे का? 
हषे कंस परसपरांशी ्तं्तो्तं्त जुळ्तील का? त्नखशच्तच 
नाही जुळणार.

आ्ता C-DE; C-FG आत्ण C-IJ ्ा व्तु्मळपाकळ्ा कापून वषेगळ्ा करा. त्ा एकमषेकींशी जुळवून DE,
FG आत्ण IJ ्ांपैकी कोण्तषे कंस परसपरांशी जुळ्ता्त हषे पाहा.
्ा कृ्तीवरून, दोन कंस एकरूप होण्ासाठी ‘त्ांची मापषे समान असणषे’ पुरषेसषे नाही, हषे लक्ा्त आलषे का?
दोन कंस एकरूप असण्ासाठी आणखी कोण्ती अट पूण्म होणषे आवश्क आहषे असषे ्तुमहालंा वाट्तषे?

वरील कृ्तीवरून लक्ा्त ्षे्तषे, की -
दोन कंसांचया शरिजया आशण तयाचंी मापे समान असतात, तेवहा ते दोन कंस परसपरांिी एकरूप असतात. 
‘कंस DE व कंस GF एकरूप आहषे्त’ हषे त्चनहानषे कंस DE @ कंस GF असषे दश्मव्ता्त.

(1) लघुकंसाचषे माप त्ाच्ा संग्त केंद्री् काषेनाच्ा मापाएवढषे अस्तषे. 
  आकृ्ती 3.30 मध्षे केंद्री् Ð AOB चषे माप q आहषे. महणून लघुकंस APB चषे माप q हषेच आहषे.
(2) त्वशालकंसाचषे माप = 360° - संग्त लघुकंसाचषे माप.
  आकृ्ती 3.30 मध्षे त्वशालकंस AQB चषे माप = 360° - कंस APB चषे माप = 360° - q 
(3) अध्मव्तु्मळकंसाचषे माप, महणजषेच अध्मव्तु्मळाचषे माप 180° अस्तषे.
(4) पूण्म व्तु्मळाचषे माप 360° अस्तषे. 

जाणून घेऊया.

कंसांची एकरूपता (Congruence of arcs)

जषेवहा दोन प्र्तली् आकृत्ा एकमषेकींशी ्तं्तो्तं्त जुळ्ता्त, ्तषेवहा त्ा आकृत्ा एकमषेकींशी एकरूप आहषे्त, 
असषे महण्ता्त.एकरूप्तषेच्ा ्ा संकलपनषेच्ा आधारषे समान मापांचषे कोन एकरूप अस्ता्त हषे आपल्ाला माही्त आहषे.

त्ाचप्रमाणषे दोन कंसांची मापषे समान अस्तील ्तर ्तषे दोन कंस एकरूप अस्तील का?
्ा प्रशनाचषे उत्तर पुढील क्ृती करून शोधा.

कृती ः
आकृ्ती 3.31 मध्षे दश्मवल्ाप्रमाणषे केंद्र C असणारी दोन व्तु्मळषे काढा. Ð DCE आत्ण Ð FCG हषे समान 



61

परं्तु कंस ABC आत्ण कंस BCE ्ांमध्षे एकापषेक्ा अत्धक त्बंदू [कंस BC चषे सव्म] सामाईक आहषे्त. महणून 
कंस ABC आत्ण कंस BCE ्ांच्ा मापांची बषेरीज कंस ABE च्ा मापाएवढी नस्तषे.
प्रमेय  ः एकाच वतु्मळाचया (शकंवा एकरूप वतु्मळांचया) एकरूप कंसांचया संगत जीवा एकरूप असतात.

आकृ्ती 3.32 मध्षे A, B, C, D, E हषे एकाच 
व्तु्मळाचषे त्बंदू आहषे्त. ् ा त्बंदूंमुळषे अनषेक कंस ्त्ार झालषे 
आहषे्त. ्ांपैकी कंस ABC आत्ण कंस CDE ्ांमध्षे 
C हा एक आत्ण एकच त्बंदू सामाईक आहषे. महणून कंस 
ABC आत्ण कंस CDE ्ांच्ा मापांची बषेरीज कंस 
ACE च्ा मापाएवढी हो्तषे.
m(कंस ABC) + m(कंस CDE) = m(कंस ACE)

पक्  ः केंद्र B असलषेल्ा व्तु्मळा्त कंस APC @ कंस DQE
साधय  ः जीवा AC @ जीवा DE
शसद् धता ः (ररकाम्ा जागा भरून त्सद ्ध्ता पूण्म करा.)
   DABC आत्ण D DBE ्ांमध्षे,
   बाजू AB @ बाजू DB  .....(......................)
   बाजू .... @ बाजू   .....(......................)
   Ð ABC @ Ð DBE .....(एकरूप कंसांची व्ाख्ा)
  \ D ABC @ D DBE ..... (......................)
  \ जीवा AC @ जीवा DE .....(......................)

आकृती 3.32

A

B
C

D

E

P

Q

A

B

C
D

E

आकृती 3.33

प्रमेय  ः एकाच वतु्मळाचया (शकंवा एकरूप वतु्मळांचया) एकरूप जीवांचे संगत कंस एकरूप असतात.

पक् ः रषेख PQ आत्ण रषेख RS ह्या केंद्र O असलषेल्ा  
  व्तु्मळाच्ा एकरूप जीवा आहषे्त.
साधय ः कंस PMQ @ कंस RNS
  पुढील त्वचार लक्ा्त घषेऊन त्सद् ध्ता त्लहा. 
  दोन कंस एकरूप असण्ासाठी त्ांच्ा त्रिज्ा 
  आत्ण मापषे समान असावी लाग्ता्त. 
  कंस PMQ आत्ण कंस RNS हषे एकाच 
  व्तु्मळाचषे कंस असल्ानषे त्ांच्ा त्रिज्ा समान 

P

QM

NO

R

S

आकृती 3.34

कंसांचया मापांचया बेरजेचा गुणधम्म (Property of sum of measures of arcs)
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A

B

C

O

आकृती 3.35
उकल ः (i) कंसांची नावषे -
    कंस AB, कंस BC, कंस AC, कंस ABC, कंस ACB, कंस BAC
  (ii) कंस ABC चषे माप = कंस AB चषे माप + कंस BC चषे माप
      = 125° + 110° = 235°
      कंस AC चषे माप = 360° - कंस ABC चषे माप
      = 360° - 235° = 125°
    त्ाचप्रमाणषे कंस ACB चषे माप = 360° - 125° = 235°
    आत्ण कंस BAC चषे माप = 360° - 110° = 250°

उदा. (1)  केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाचषे A, B, C हषे  
   ्तीन त्बंदू आहषे्त.
  (i) ्ा ्तीन त्बंदूंमुळषे ्त्ार होणाऱ्ा सव्म  
    कंसांची नावषे त्लहा.
  (ii) कंस BC आत्ण कंस AB ्ांची मापषे  
    अनुक्रमषे 110° आत्ण 125° अस्तील ्तर 
    रात्हलषेल्ा सव्म कंसांची मापषे त्लहा.

  आहषे्त. त्ा कंसांची मापषे, महणजषे त्ांच्ा संग्त केंद्री् कोनांची मापषे हो्त. हषे केंद्री् कोन त्मळण्ासाठी  
  त्रिज्ा  OP, OQ, OR आत्ण OS काढाव्ा लाग्तील. त्ा काढल्ावर ्त्ार होणारषे D OPQ आत्ण  
  D ORS हषे एकरूप आहषे्त ना?
  वरील दोनही प्रमषे्षे ्तुमही एकरूप व्तु्मळांसाठी त्सद ्ध करा.

शवचार करूया

• वरील दोनपैकी पत्हल्ा प्रमषे्ा्त कंस APC आत्ण कंस DQE हषे लघुकंस एकरूप मानलषे आहषे्त. त्ांचषे संग्त  
 त्वशालकंस एकरूप मानूनही हषे प्रमषे् त्सद् ध कर्ता ्षेईल का?
• दुसऱ्ा प्रमषे्ा्त एकरूप जीवांचषे संग्त त्वशालकंसही एकरूप हो्ता्त का? जीवा PQ आत्ण जीवा RS हषे व्ास  
 अस्तानाही हषे प्रमषे् सत् अस्तषे का?

�� सोडवलेली उदाहरणे ���
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उदा. (2)  आकृ्ती 3.36 मध ष्े केंद्र T असलषेल्ा व्तु्मळा्त आ््त PQRS अ्ंतत्ल्मखख्त केला आहषे. 
   ्तर दाखवा की -
   (i) कंस PQ @ कंस SR
   (ii) कंस SPQ @ कंस PQR
उकल  ः c PQRS हा आ््त आहषे.
   \ जीवा PQ @ जीवा SR ....... (आ््ताच्ा संमुख बाजू)
   \ कंस PQ @ कंस SR ...... (एकरूप जीवांचषे संग्त कंस)
       जीवा PS @ जीवा QR ..... (आ््ताच्ा संमुख बाजू)
   \ कंस SP @ कंस QR ..... (एकरूप जीवांचषे संग्त कंस)

P
Q

T

R
S

आकृती 3.36

   \ कंस SP आत्ण कंस QR ्ांची मापषे समान आहषे्त. 
   आ्ता, कंस SP आत्ण कंस PQ ्ांच्ा मापांची बषेरीज
    = कंस PQ आत्ण कंस QR ्ांच्ा मापांची बषेरीज
   \ कंस SPQ चषे माप = कंस PQR चषे माप
   \ कंस SPQ @ कंस PQR

हे लक्ात ठेवूया.

(1) ज्ा कोनाचा त्शरोत्बंदू व्तु्मळकेंद्रावर अस्तो त्ा कोनाला केंद्री् कोन महण्ता्त.
(2) कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा - (i) लघुकंसाचषे माप त्ाच्ा संग्त केंद्री् कोनाच्ा मापाएवढषे अस्तषे. 
 (ii) त्वशालकंसाचषे माप = 360° - संग्त लघुकंसाचषे माप.  (iii) अध्मव्तु्मळकंसाचषे माप 180° अस्तषे.
(3) दोन व्तु्मळकंसांच्ा त्रिज्ा आत्ण मापषे समान अस्ता्त ्तषेवहा ्तषे कंस एकरूप अस्ता्त.
(4) एकाच व्तु्मळाच्ा कंस ABC आत्ण कंस CDE ्ांमध्षे जषेवहा C हा एकच त्बंदू सामाईक अस्तो, ्तषेवहा  
 m(कंस ABC) + m(कंस CDE) = m(कंस ACE)
(5) एकाच व्तु्मळाच्ा (त्कंवा एकरूप व्तु्मळांच्ा) एकरूप कंसांच्ा संग्त जीवा एकरूप अस्ता्त.
(6) एकाच व्तु्मळाच्ा (त्कंवा एकरूप व्तु्मळांच्ा) एकरूप जीवांचषे संग्त कंस एकरूप अस्ता्त.

सरावसंच 3.3

आकृती 3.37

G

E
F

C
D1. आकृ्ती 3.37  मध ष्े, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळावर 

 G, D, E आत्ण F हषे त्बंदू आहषे्त. Ð ECF चषे  
 माप 70° आत्ण कंस DGF चषे माप 200° असषेल,  
 ्तर  कंस DE आत्ण कंस DEF ्ांची मापषे ठरवा.



64

आकृती 3.40

D

E

A B

C
H

I

F

G

2«. आकृ्ती 3.38 मध ष्े D QRS समभुज आहषे.
 ्तर दाखवा की -
 (1) कंस RS @ कंस QS @ कंस QR
 (2) कंस QRS चषे माप 240° आहषे.

3. आकृ्ती 3.39 मध्षे,
 जीवा AB @ जीवा CD,
 ्तर त्सद् ध करा -
 कंस AC @ कंस BD

जाणून घेऊया.

व्तु्मळ आत्ण त्बंदू, व्तु्मळ आत्ण रषेषा (सपत्श्मका) ् ांचा परसपरसंबंध असणारषे काही गुणधम्म आपण पात्हलषे. आ्ता 
व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांसंबंधीचषे काही गुणधम्म आपण पाहू. ्ां्तील काही गुणधम्म आधी कृ्तीं्तून माही्त करून घषेऊ.

कृती I ः
केंद्र C असलषेलषे एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. आक्ृती 3.40 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे त्ाची जीवा AB 

आकृती 3.39

A

BC

D

काढा. केंद्री् कोन ACB  काढा. जीवा AB मुळषे झालषेल्ा 
त्वशालकंसावर त्बंदू D आत्ण लघुकंसावर त्बंदू E हषे कोण्तषेही 
त्बंदू घ्ा. 
(1) ÐADB आत्ण ÐACB मोजा. त्ांच्ा मापांची ्तुलना  
 करा.
(2) ÐADB आत्ण ÐAEB मोजा. आलषेल्ा मापांची बषेरीज  
 करून पाहा.

आकृती 3.38

Q

R S
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(3) कंस ADB वर F, G, H असषे आणखी काही त्बंदू घ्ा.ÐAFB, ÐAGB, ÐAHB, ..... ्ांची मापषे  
 मोजा. ्ा मापांची ÐADB च्ा मापाशी आत्ण परसपरांशी ्तुलना करा.
(4) कंसAEB वर I हा आणखी एक कोण्ताही त्बंदू घ्ा. Ð AIB मोजून त्ाच्ा मापाची Ð AEB च्ा मापाशी  
 ्तुलना करा.

्ा कृ्ती्तून ्तुमहालंा आलषेलषे अनुभव असषे अस्तील -
(1) Ð ACB चषे माप Ð ADB च्ा मापाच्ा दुपपट आहषे.
(2) Ð ADB आत्ण Ð AEB ्ांच्ा मापांची बषेरीज 180° आहषे.
(3) Ð AHB, Ð ADB, Ð AFB, Ð AGB ्ा सवाांची मापषे समान आहषे्त.
(4) Ð AEB आत्ण Ð AIB ्ांची मापषे समान आहषे्त.

आकृती 3.41

आक्ृती 3.42 मध ष्े केंद्र C असलषेलषे एक व्तु्मळ 
आहषे. Ð PDQ चा त्शरोत्बंदू D ्ा व्तु्मळावर आहषे. 
कोनाच्ा भुजा DP आत्ण DQ व्तु्मळाला अनुक्रमषे A 
आत्ण B मध ष्े छषेद्ता्त. अशा कोनाला व्तु्मळा्त त्कंवा 
कंसा्त अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला कोन महण्ता्त.

आकृ्ती 3.42 मध ष्े Ð ADB हा कंस ADB 
मध्षे अं्तत्ल्मखख्त आहषे.

P Q
C

T

R
S

कृती II ः

आकृ्ती 3.41 मध ष्े दाखवल्ाप्रमाणषे केंद्र C असलषेलषे पुरषेसषे मोठषे 
व्तु्मळ काढा. रषेख PQ हा त्ाचा काषेण्ताही व्ास काढा. ् ा व्ासामुळषे 
्त्ार झालषेल्ा दोनही अध्मव्तु्मळांवर R,S,T असषे काही त्बंदू घ्ा.  
Ð PRQ, Ð PSQ, Ð PTQ मोजा. ् ा्ंतील प्रत्षेक कोन काटकोन 
आहषे हषे अनुभवा.

आकृती 3.42

A B

C

D

P Q

वरील क्ृतीं्तून ्तुमहांला आढळलषेलषे गुणधम्म महणजषे व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांसबंधीची प्रमषे्षे आहषे्त.
्ा प्रमषे्ांच्ा त्सद् ध्ता आ्ता आपण पाहू. त्ासाठी आधी काही संजांची ओळख करून घ्ावी लागषेल.

अंतशल्मखखत कोन (Inscribed angle)
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आकृती 3.44

आकृती 3.45

A

B

C

x2x

2xE

O

A

B C

D

x
पक् ः केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळा्त, ÐBAC हा  
  कंस BAC  मध ष्े अ्ंतत्ल्मखख्त केला 
  आहषे. त्ा कोनामुळषे कंस BDC अ्ंतखांत्ड्त  
  झाला आहषे.
साधय ः ÐBAC = 1

2
 m(कंस BDC)

रचना ः त्करण AO काढला. व्तु्मळाला ्तो त्बंदू E  
  मध ष्े छषेद्तो. त्रिज्ा OC काढली.

आकृती 3.43
 (i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi)

आकृ्ती 3.44 मधील कंस हा अ्ंतखांत्ड्त कंस 
नाही. कारण कोनाच्ा BC ्ा भुजषेवर कंसाचा एकही 
अंत्त्बंदू नाही.

प्रत्षेक आकृ्ती्तील Ð ABC च्ा अं्तभा्मगा्त ्षेणाऱ्ा व्तु्मळकंसाला Ð ABC नषे अं्तखांत्ड्त केलषेला कंस 
महण्ता्त. अं्तखांत्ड्त कंसाचषे अंत्त्बंदू हषे व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांचषे छषेदन त्बंदू अस्ता्त. कोनाच्ा प्रत्षेक बाजूवर 
कंसाचा एक अंत्त्बंदू असणषे आवश्क अस्तषे.

आकृ्ती 3.43 मधील (i), (ii) व (iii) ्ा आकृत्ांमध्षे कोनांनी प्रत्षेकी एकच कंस अंखांत्ड्त केला आहषे; 
्तर (iv), (v) व (vi) मध ष्े प्रत्षेक कोनानषे दोन कंस अं्तखांत्ड्त केलषे आहषे्त.

आकृ्ती (ii) व (v) मध ष्े कोनाची एक भुजा आत्ण (vi) मध ष्े कोनाच्ा दोनही भुजा व्तु्मळाला सपश्म कर्ता्त,  
हषेही लक्ा्त घ्ा.

A

A

A

A

A

A

B

B

B

B

B

B

C
C

C
C

C

C

अंतखांशडत कंस (Intercepted arc)

पुढील आकृ्ती 3.43 मधील (i) ्तषे (vi) ्ा सव्म आकृत्ांचषे त्नरीक्ण करा.

अंतशल्मखखत कोनाचे प्रमेय (Inscribed angle theorem)

प्रमेय  ः वतु्मळात अंतशल्मखखत केलेलया कोनाचे माप तयाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया मापाचया शनमम ेअसते.



67

शसद्धता ः D AOC मध्षे.
  बाजू OA @ बाजू OC ...... (एकाच व्तु्मळाच्ा त्रिज्ा)
 \ ÐOAC = ÐOCA ..... (समखविभुज त्रिकोणाचषे प्रमषे्)
   ÐOAC = ÐOCA = x मानू. ...... (I)
  आ्ता, ÐEOC = ÐOAC + ÐOCA .... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)
          = x° + x° = 2x°
  परं्तु ÐEOC हा केंद्री् कोन आहषे.
 \ m(कंस EC) = 2x° .... (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा) ..... (II) 
 \ (I) व (II) वरून.
  ÐOAC = ÐEAC = 1

2
 m(कंस EC) ..... (III)

  ्ाप्रमाणषेच, त्रिज्ा OB काढून, ÐEAB = 1

2
 m(कंस BE) हषे त्सद ्ध कर्ता ्षेईल...... (IV)

 \ ÐEAC + ÐEAB = 1

2
 m(कंस EC) + 1

2
 m(कंस BE) .... (III) व (IV) वरून

 \ ÐBAC = 1

2
 [m(कंस EC) + m(कंस BE)]

     = 1

2
 [m(कंसBEC)] = 1

2
 [m(कंस BDC)] ..... (V)

लक्ा्त घ्ा, की व्तु्मळा्त अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला कोन आत्ण व्तु्मळकेंद्र ्ांसंबंधी ्तीन शक््ता संभव्ता्त. व्तु्मळकेंद्र 
कोनाच्ा भुजषेवर असषेल, अ्ंतभा्मगा्त असषेल त्कंवा बाह्यभागा्त असषेल. ्ांपैकी पत्हल्ा दोन शक््ता (III) व (V) 
मध ष्े त्सद् ध झाल्ा. आ्ता रात्हलषेली त््तसरी शक््ता त्वचारा्त घषेऊ.

आकृ्ती 3.46  मध ष्े,
ÐBAC = ÐBAE - ÐCAE

 = 1

2
 m(कंस BCE) - 1

2
 m(कंस CE) 

       ...... (III) वरून

 = 1

2
 [m(कंस BCE) - m(कंस CE)]

 = 1

2
 [m(कंस BC)] ...... (VI) 

्ा प्रमषे्ाचषे त्वधान पुढीलप्रमाणषे सुद् धा त्लत्ह्ता्त.
वतु्मळकंसाने वतु्मळाचया कोणतयाही शबंदूिी अंतररत (subtended) केलेलया कोनाचे माप तयाच कंसाने 
वतु्मळकेंद्ािी अंतररत केलेलया कोनाचया मापाचया शनममे असते.
्ा प्रमषे्ाच्ा पुढील उपप्रमषे्ांची त्वधानषेही ्ा पररभाषषे्त त्लत्ह्ता ्षे्तील.

आकृती 3.46

A

B
C

O
E
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आकृती 3.49

A
B

C

D

आक्ृती 3.47 च्ा आधारषे पक् आत्ण साध् त्लहा.
पुढील प्रशनांचा त्वचार करून त्सद् ध्ता त्लहा.
(1) Ð PQR नषे कोण्ता कंस अं्तखांत्ड्त केला आहषे?
(2) Ð PSR नषे कोण्ता कंस अ्ंतखांत्ड्त केला आहषे?
(3) अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे माप आत्ण त्ानषे अ्ंतखांत्ड्त  
 केलषेल्ा कंसाचषे माप ्ां्तील संबंध कसा अस्तो?

 सोब्तच्ा आकृ्ती 3.48 च्ा आधारषे ्ा प्रमषे्ाचषे  
 पक्, साध् आत्ण त्सद् ध्ता त्लहा.

आकृती 3.47

आकृती 3.48

पक् ः c  हा चक्री् आहषे.
साधय ः Ð B + Ð D = 
   + Ð C = 180°

P

Q

C

T

R

S

A

B

C

X

M

2. अध्मवतु्मळात अंतशल्मखखत झालेला कोन काटकोन असतो.

शसद् धता ः Ð ADC हा अं्तत्ल्मखख्त कोन असून त्ानषे कंस ABC  अं्तखांत्ड्त केला आहषे.
 \ ÐADC = 1

2
   .......... (I)

  ्तसषेच  हा अ्ंतत्ल्मखख्त कोन असून त्ानषे कंस ADC अं्तखांत्ड्त केला आहषे.

अंतशल्मखखत कोनाचया प्रमेयाची उपप्रमेये (Corollaries of inscribed angle theorem)

1. एकाच कंसात अंतशल्मखखत झालेले सव्म कोन एकरूप असतात.

चक्ीय चौकोन (Cyclic quadrilateral)
चौकोनाचे चारही शिरोशबंदू एकाच वतु्मळावर असतील तर तया चौकोनाला चक्ीय चौकोन महणतात.

चक्ीय चौकोनाचे प्रमेय (Theorem of cyclic quadrilateral)
प्रमेय ः चक्ीय चौकोनाचे संमुख कोन परसपरांचे पूरककोन असतात.
पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरून त्सद् ध्ता पूण्म करा.
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 \  = 1

2
 m(कंस ADC) ..... (II)

 \ ÐADC +  = 1

2
  + 1

2
 m(कंस ADC) ..... [(I) व (II) वरून]

      = 1

2
 [  + m(कंस ADC)]

      = 1

2
 ´ 360° ........ [कंस ABC आकर कंस ADC कमळून पूर्ण  

           वतु्णळ होतये.]
      = 

       त्याचप्रमयारये ÐA + ÐC =  हये कसद ्ध करतया ्येईल.

चक्रीय चौकोनाचया प्रमेयाचे उपप्रमेय (Corollary of cyclic quadrilateral theorem)

प्रमेय ः चक्रीय चौकोनाचा बाह्यकोन तयाचया संलग्न कोनाचया संमुख कोनाशी एकरूप असतो.
्या प्रमये्याची कसद् धतया तुमही कलहया.

विचार करूया

वरील प्रमये्यात Ð B + Ð D = 180° हये कसद् ध केल्यावर उरलयेल्या संमुख कोनयांच्या मयापयांची बयेरीजही  
180° आहये, हये अन् प्रकयारये कसद् ध करतया ्येईल कया?

चक्रीय चौकोनाचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of cyclic quadrilateral theorem)

प्रमेय ः चाैकोनाचे संमुख कोन पूरक असतील तर तो चौकोन चक्रीय असतो.
  हये प्रमये् अप्रत्क्ष पद् धतीनये कसद् ध करतया ्येतये. तुमही प्र्तन करया.

वरील व्त्यासयावरून आपल्या असये लक्षयात ् येतये, की चौकोनयाचये संमुख कोन जर पूरक असतील तर त्या चौकोनयाचये 
पररवतु्णळ असतये.

प्रत्येक करिकोरयाचये एक पररवतु्णळ असतये, हये आपल्यालया मयाहीत आहये, परंतु प्रत्येक चौकयायेनयाचये पररवतु्णळ असतयेच 
असये नयाही, हये तुमही अनुभवया.

कोरती अट पूर्ण झयाली असतया चौकोनयाचये पररवतु्णळ असतये, महरजयेच चौकोनयाचये किरोकबंदू एकयाच वतु्णळयावर 
असतयात हये वरील प्रमये्यानये आपल्यालया समजतये. 

आरखी एकया वयेगळ्या पररद्सथितीत चयार नैकरयेषी् कबंदू चरिी् असतयात. हये पुढील प्रमये्यात सयांकगतलये आहये.
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प्रमेय	 ः	 रेषेचे दोन भिन्न भिंदू, तयया रेषेचयया एकयाच ियाजूलया असणयाऱयया दोन भिन्न भिंदूंशी एकरूप कोन भनश्चत करत  
  असतील, तर ते चयार भिंदू एकयाच वत्तुळयावर असतयात.

पक्ष	 ः	 बिंदू	B	व	C	हे	रेषा	AD	च्ा	एकाच	िाजूला	 
	 	 आहेत.	ÐABD	@ ÐACD
सयाधय	 ः	 बिंद	ूA,	B,	C,	D	एकाच	वत्तुळावर	आहेत.	 
	 	 (महणजेच	c ABCD	चक्री्	आहे.)	
	 	 ्ाची	देखील	अप्रत्क्ष	बिद्	धता	देता	्ेते.	

x
x

A

B
C

D
आकृती 3.50

L

N

35°

M

आकृती 3.51

भवचयार करूयया

वरील	प्रमे्	कोणत्ा	प्रमे्ाचा	व्त्ाि	आहे?

��� सोडवलेली उदयाहरणे ���
उदया. (1)		 आकृती	3.51	मध्े,	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  Ð L = 35° तर	
	 	 (i)	m(किं	MN)	=	बकती?
	 	 (ii)	m(किं	LN)	=	बकती?
उकल	 ः	 (i)	Ð L = 1

2
 m(किं	MN)	......	(अंतबलतुखखत	कोनाच	ेप्रमे्)

  \ 35 = 1

2
 m(कंि	MN)

  \ 2 ´ 35 = m(किं	MN)	=	70°
	 	 (ii)	m(किं	MLN)	=	360° - m(कंि	MN)	......	(किंाच्ा	मापाची	व्ाख्ा)
	 	 	 	 	 		=	360°	-	70°	=	290°
	 	 आता,	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  \ कंि	LM	@	कंि	LN
	 	 परंत्	m(कंि	LM)	+	m(कंि	LN)	=	m(कंि	MLN)	=	290°	.....	(कंिाच्ा	िेरजेचा	ग्णधमतु)

  m(कंि	LM)	=	m(कंि	LN)	=	
290°

2
	=	145°

	 	 बकंवा,	(ii)	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  \ Ð M = Ð N	......	(िमद्	बवभ्ज	बरिकोणाचे	प्रमे् )
  \ 2 Ð M	=	180° - 35°	=	145°

  \ Ð M = 
145°

2



71

  \ m(कंस LN) = 2 ´ Ð M   .......... (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)

           = 2 ´ 145°
2

 

           = 145°

उदा. (2)  आकृ्ती 3.52 मध ष्े, जीवा PQ आत्ण जीवा RS एकमषेकींना त्बंदू T मध ष्े छषेद्ता्त.

(i) जर Ð STQ = 58° आत्ण Ð PSR = 24°,  
 ्तर m(कंस SQ) काढा.

(ii) Ð STQ = 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)]  

 हषे पड्ताळून पाहा.
(iii) जीवा PQ आत्ण जीवा RS ्ांमधील  
 कोनाचषे माप कोण्तषेही असलषे ्तरी 

   mÐSTQ = 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)] हषे त्सद ्ध करा.

   (iv) ्ा उदाहरणा्त त्सद् ध होणारा गुणधम्म शबदां्त त्लहा.

उकलः    (i) ÐSPQ = ÐSPT = 58° - 24° = 34° ....... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)
  m(कंस QS) = 2 ÐSPQ = 2 ´ 34° = 68°

 (ii) m(कंस PR) = 2 ÐPSR = 2 ´ 24° = 48°
  आ्ता, 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)] =  1

2
 [48 + 68]

               = 1

2
 ´ 116 = 58°

               = ÐSTQ

 (iii) ्ा गुणधमा्मच्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा चौकटी भरून ्ती पूण्म करा.
    ÐSTQ = ÐSPQ +  ....... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)

      =  1

2
 m(कंस SQ) +  ....... (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)

      = 1

2
 [  + ]

            (iv) व्तु्मळाच्ा   जीवा   एकमषेकींना   व्तु्मळाच्ा   अं्तभा्मगा्त   छषेद्त   अस्तील  ्तर   त्ा  जीवांमधील    
             कोनाचषे माप, त्ा कोनानषे अ्ंतखांत्ड्त केलषेला कंस आत्ण त्ाच्ा त्वरुद ्ध कोनानषे अ्ंतखांत्ड्त केलषेला कंस, 
     ्ांच्ा मापांच्ा बषेरजषेच्ा त्नममषे अस्तषे.

आकृती 3.52

P

Q

TR

S
24°

58°
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उदा. (3)  व्तु्मळाच्ा जीवांना सामावणाऱ्ा रषेषा व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त छषेद्त अस्तील ्तर त्ा रषेषांमधील कोनाचषे  
  माप, त्ा कोनानषे अं्तखांत्ड्त केलषेल्ा कंसांच्ा मापांच्ा फरकाच्ा त्नममषे अस्तषे, हषे त्सद्ध करा.

पक् ः व्तु्मळाच्ा जीवा AB आत्ण जीवा CD  
  त्ा व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त त्बंदू E मध्षे 
  छषेद्ता्त.

साधय ः ÐAEC= 1

2
[m(कंस AC)-m(कंस BD)]

रचना ः रषेख AD काढला.  

शसद् धता ः ्ा गुणधमा्मची त्सद ्ध्ता, वरील उदा. (2) मध्षे  
  त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषेप्रमाणषेच दषे्ता ्षे्तषे. त्ासाठी  
  D AED चषे कोन, त्ा त्रिकोणाचाबाह्यकोन  
  इत्ादी त्वचारा्त घ्ा आत्ण त्सद ्ध्ता त्लहून काढा.

आकृती 3.53

E

A

B

C

D

(9) सोब्तच्ा आकृ्ती 3.54 मध ष्े,

 (i) ÐAEC = 1

2
 [m(कंस AC) + m(कंस DB)] 

 (ii) ÐCEB= 1

2
 [m(कंस AD) + m(कंस CB)] 

आकृती 3.54

E

A

BC

D

हे लक्ात ठेवूया.

(1) व्तु्मळा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेल्ा कोनाचषे माप, त्ानषे अं्तखांत्ड्त केलषेल्ा कंसाच्ा मापाच्ा त्नममषे अस्तषे.
(2) व्तु्मळाच्ा एकाच कंसा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेलषे कोन एकरूप अस्ता्त.
(3) अध्मव्तु्मळा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेला कोन काटकोन अस्तो.
(4) चौकोनाचषे चारही त्शरोत्बंदू एकाच व्तु्मळावर अस्तील ्तर त्ा चौकोनाला चक्री् चौकोन महण्ता्त.
(5) चक्री् चौकोनाचषे संमुख कोन पूरक अस्ता्त.
(6) चक्री् चौकोनाचा बाह्यकोन त्ाच्ा संलग्न-संमुख कोनाशी एकरूप अस्तो.
(7) चौकोनाचषे संमुख कोन परसपरपूरक अस्तील ्तर ्तो चौकोन चक्री् अस्तो.
(8) रषेषषेचषे दोन त्भन्न त्बंदू, त्ा रषेषषेच्ा एकाच बाजूला असणाऱ्ा दोन त्भन्न त्बंदूंशी एकरूप कोन त्नखशच्त कर्त  
 अस्तील, ्तर ्तषे चार त्बंदू एकाच व्तु्मळावर अस्ता्त.
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(10) सोब्तच्ा आकृ्ती 3.55 मध ष्े,

          ÐBED = 1

2
 [m(कंस BD) - m(कंस AC)]

1. आकृ्ती 3.56 मध्षे, केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा  
 जीवा AB ची लांबी व्तु्मळाच्ा त्रिज ष्ेएवढी आहषे. 
 ्तर (1) ÐAOB (2) ÐACB (3) कंस AB  
 आत्ण (4) कंस ACB ्ांची मापषे काढा.

2. आक्ृती 3.57 मध्षे, c PQRS हा चक्री् आहषे.
 बाजू PQ @ बाजू RQ. ÐPSR = 110°, ्तर 
 (1) ÐPQR = त्क्ती? 
 (2) m(कंस PQR) = त्क्ती? 
 (3) m(कंस QR) = त्क्ती?
 (4) ÐPRQ = त्क्ती?

3. चक्री् c MRPN मध ष्े, ÐR = (5x - 13)° आत्ण ÐN = (4x + 4)°, ्तर ÐR आत्ण ÐN ्ांची मापषे  
 ठरवा.

4. आकृ्ती 3.58 मध ष्े रषेख RS हा केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाचा व्ास आहषे. त्बंदू T हा व्तु्मळाच्ा बाह्य- 
 भागा्तील त्बंदू आहषे. ्तर दाखवा, की ÐRTS हा  
 लघुकोन आहषे.

आकृती 3.56

E

A

B

C

D

A B

C

O

सरावसंच 3.4

आकृती 3.57

P

Q

R

S

5. कोण्ताही आ््त हा चक्री् चौकोन अस्तो हषे त्सद् ध करा.

O

T

R S

आकृती 3.58

आकृती 3.55
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6. आकृ्ती 3.59 मध ष्े, रषेख YZ आत्ण रषेख XT हषे   
 D WXY चषे त्शरोलंब त्बंदू P मध ष्े छषेद्ता्त ्तर  
 त्सद् ध करा,
 (1) c WZPT हा चक्री् आहषे.
 (2) त्बंदू X, Z, T, Y एकाच व्तु्मळावर आहषे्त.

7. आकृ्ती 3.60 मध ष्े m(कंस NS) = 125°, 
 m(कंस EF) = 37°, ्तर ÐNMS चषे माप काढा.

8. आकृ्ती 3.61 मध्षे जीवा AC आत्ण जीवा DE  
 त्बंदू B मध ष्े छषेद्ता्त. जर ÐABE = 108°  
 आत्ण m(कंस AE) = 95° ्तर m(कंस DC)  
 काढा.

जाणून घेऊया.

कृती ः
एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. आक्ृती 3.62 मध ष्े दाखवल्ाप्रमाणषे ्ा व्तु्मळाची रषेख AC ही एक जीवा 

आकृती 3.59

आकृती 3.60

आकृती 3.61

E

FM

N

S

EA

B

CD

P

W

Y

Z

T

X

काढा. व्तु्मळावर B हा कोण्ताही त्बंदू घ्ा. ÐABC 
हा अ्ंतत्ल्मखख्त कोन काढा. ÐABC चषे माप मोजा व 
नोंदवून ठषेवा.

आ्ता, आकृ्ती 3.63 मध ष्े दाखवल्ाप्रमाणषे 
त्ाच व्तु्मळाची रषेषा CD ही सपत्श्मका काढा. ÐACD 
चषे माप मोजा.

आकृती 3.62
A

B

C

आकृती 3.63

A

B

C

D
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पक् ः Ð ABC चा त्शरोत्बंदू केंद्र M असलषेल्ा व्तु्मळावर आहषे. त्ाची भुजा BC व्तु्मळाला सपश्म कर्तषे आत्ण  
  भुजा BA व्तु्मळाला त्बंदू A मध्षे छषेद्तषे. कंस ADB हा Ð ABC नषे अ्ंतखांत्ड्त केला आहषे.

साधय ः Ð ABC = 1

2
 m(कंसADB)

शसद ्धता ः ्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता, ्तीन शक््ता त्वचारा्त घषेऊन द्ावी लागषेल.
 (1) आकृ्ती 3.64 (i) प्रमाणषे व्तु्मळकेंद्र M हषे Ð ABC च्ा एका भुजषेवर असल्ास,
  Ð ABC = Ð MBC = 90° ..... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्).....(I)
  कंस ADB हषे अध्मव्तु्मळ आहषे.
 \ m(कंस ADB) = 180° ..... (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा).....(II)
  (I) व (II) वरून
  Ð ABC = 1

2
 m(कंसADB)

 (2) आकृ्ती 3.64 (ii) प्रमाणषे केंद्र M हषे Ð ABC च्ा बाह्यभागा्त असल्ास, 
  त्रिज्ा MA आत्ण त्रिज्ा  MB काढू.
  आ्ता, Ð MBA = Ð MAB ..... (समद ्त्वभुज त्रिकोणाचषे प्रमषे्)
  ्तसषेच, Ð MBC = 90° ..... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्) ..... (I)
  

आकृती 3.64

आकृती 3.64(i)

M M M
F

E

A

A A

B B BC C C

D D
D

x
y

x

   (i) (ii) (iii)

M

A

B C
D

ÐACD चषे माप, ÐABC च्ा मापाएवढषेच आहषे. असषे ्तुमहांला आढळषेल.
ÐABC = 1

2
 m(कंस AC) हषे ्तुमहांला माही्त आहषे.

्ावरून  ÐACD चषे माप सुद् धा (कंस AC) च्ा मापाच्ा त्नममषे आहषे हा त्नषकष्म त्मळ्तो.
व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकेचा हाही एक महत्वाचा गुणधम्म आहषे. ्तो आपण आ्ता त्सद ्ध करू.

सपशि्मका-छेशदका कोनाचे प्रमेय (Theorem of angle between tangent and secant)

प्रमेय ः शिरोशबंदू वतु्मळावर असलेलया कोनाची एक भुजा वतु्मळाची सपशि्मका असेल आशण दुसरी भुजा  
   वतु्मळाला आणखी एका शबंदूत छेदत असेल, तर तया कोनाचे माप तयाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया  
   मापाचया शनममे असते.
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  Ð MBA = Ð MAB = x, Ð ABC = y मानू.
  Ð AMB = 180 - (x + x) = 180 - 2x
  Ð MBC = Ð MBA + Ð ABC = x + y 
 \ x + y = 90°   \ 2x + 2y = 180°
  D AMB मध्षे 2x + Ð AMB = 180°
           \ 2x + 2y = 2x + Ð AMB
         \ 2y  = Ð AMB

         \ y   = Ð ABC = 1

2
Ð AMB = 1

2
 m(कंस ADB)

 (3) त््तसऱ्ा शक््तषेबाब्त खाली त्दलषेली त्सद ्ध्ता आक्ृती 3.64 (iii) च्ा आधारषे, ्तुमही पूण्म करा.
  त्करण  हा त्करण BC चा त्वरुद् ध त्करण काढला.

  आ्ता, ÐABE = 1

2
 m( ) ...... (2) मध ष्े त्सद् ध.

    180 -  = ÐABE ..... (रषेषी् जोडी्तील कोन)

 \ 180 -  =  1

2
 m(कंस AFB) 

     =  1

2
 [360 - m( )]

 \ 180 - ÐABC = 180 - 1

2
 m(कंस ADB)

 \ -ÐABC = - 1

2
 m( )

 \ ÐABC = 1

2
 m(कंस ADB)

सपशि्मका - छेशदका कोनाचया प्रमेयाचे पया्मयी शवधान

आकृती 3.64(iii)

आकृती 3.64(ii)

M
A

B C
Dx

y

x

M
F

E

A

B C

D

आकृ्ती्त AB ही वृत्तछषेत्दका आत्ण BC सपत्श्मका 
आहषे. कंस ADB हा Ð ABC नषे अं्तखांत्ड्त केलषेला 
कंस आहषे. जीवा AB व्तु्मळाचषे दोन कंसा्ंत त्वभाजन 
कर्तषे. दोनही कंस परसपरांचषे त्वरुद् ध कंस अस्ता्त. 
आ्ता कंस ADB च्ा त्वरुद ्ध कंसावर T त्बंदू घषे्तला. 
वरील प्रमषे्ावरून,

Ð ABC = 1

2
 m (कंस ADB) = Ð ATB. 

\ वतु्मळाची सपशि्मका व सपि्मशबंदूतून काढलेली जीवा यांतील कोन तया कोनाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया 
शवरुद् ध कंसात अंतशल्मखखत केलेलया कोनाएवढा असतो.

आकृती 3.65

A

B C

D

T
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P

Q

U

T

O

R

S

पक्ष ः िेंद्र P असलयेल्ा ितुभाळाच्ा जीिा AB  
  आकण जीिा CD, ितुभाळाच्ा अंतभाभागात  
  किंदू E मध्ये छयेदतात.
िाध्य ः AE ´ EB = CE ´ ED
रचना ः रयेख AC आकण रयेख DB िाढलये.
सिद् धता ः D CAE आकण D BDE मध्ये,
  Ð AEC @ Ð DEB  ..... (किरुद् ध िोन)
  Ð CAE @ Ð BDE  ..... (एिाच ितुभाळिंसात अंतकलभाखखत िोन)
 \ D CAE ~ D BDE  ..... (िो- िो समरूपता िसोटी)

 \ AE

DE
=

CE

BE
  ..... (समरूप करििोणांच्ा संगत भुजा)

 \ AE ´ EB = CE ´ ED

P

E

A

B
C

D

आकृती 3.67

आकृती 3.66

सिचार करू्या.

आिृती 3.67 मध्ये रयेख AC आकण रयेख DB िाढून आपण प्रमये् कसद ्ध िेलये. त्ाऐिजी रयेख AD आकण  
रयेख CB िाढून हये प्रमये् कसद् ध िरता ्येईल िा?

सपस्शिका-छेसदका कोनांच्या प्रमे्याचा व्यत्याि
ितुभाळाच्ा जीियेच्ा एिा अंत्किंदूतून जाणारी एि रयेषा िाढली असता, त्ा रयेषयेनये त्ा जीियेशी िेलयेल्ा िोनाचये 

माप त्ा िोनानये अंतखखंकडत िेलयेल्ा िंसाच्ा मापाच्ा कनममये असयेल, तर ती रयेषा त्ा ितुभाळाची सपकशभािा असतये.
आिृती 3.66 मध्ये, 

जर Ð PQR = 1

2
 m(िंस PSQ) असयेल, 

[कििंा Ð PQT = 1

2
 m(िंस PUQ) असयेल,]

तर रयेषा TR ही ितुभाळाची सपकशभािा असतये. ्ा व्त्ास प्रमये्ाचा उप्ोग, ितुभाळाला सपकशभािा िाढण्ाच्ा एिा 
रचनयेसाठी होतो. ्ा प्रमये्ाची अप्रत्क्ष कसद् धता दयेता ्येतये.

जीिांच्या अंतछछेदनाचे प्रमे्य (Theorem of internal division of chords)

एिाच ितुभाळाच्ा दोन जीिा जयेवहा ितुभाळाच्ा अंतभाभागात छयेदतात, तयेवहा एिा जीियेच्ा झालयेल्ा दोन भागांच्ा 
लांिींचा गुणािार हा दुसऱ्ा जीियेच्ा दोन भागांच्ा लांिींच्ा गुणािाराएिढा असतो.
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अशधक माशहतीसाठी
आकृ्ती 3.67 मधील AB ्ा जीवषेचषे त्बंदू E मुळषे AE आत्ण EB हषे दोन भाग झालषे आहषे्त.  

रषेख AE आत्ण रषेख EB ्ा लग्तच्ा बाजू असणारा आ््त काढला, ्तर AE ´ EB हषे त्ा आ््ताचषे 
क्षेरिफळ असषेल. ्तसषेच CE ´ ED हषे जीवा CD च्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा आ््ताचषे क्षेरिफळ असषेल.  
आपण AE ´ EB = CE ´ ED हषे त्सद् ध केलषे. 

महणून हषे प्रमषे् वषेगळ्ा शबदां्त पुढीलप्रमाणषेही मांड्ता्त. 
एकाच व्तु्मळाच्ा दोन जीवा व्तु्मळाच्ा अं्तभा्मगा्त छषेद्त अस्तील, ्तर एका जीवषेच्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा 

आ््ताचषे क्षेरिफळ हषे दुसऱ्ा जीवषेच्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा आ््ताच्ा क्षेरिफळाएवढषे अस्तषे.

प्रमषे्ाचषे वरील त्वधान व आकृ्तीच्ा आधारषे पक् व साध्  
्तुमही ठरवा.
रचना ः रषेख AD आत्ण रषेख BC काढलषे.
  ररकाम्ा जागा भरून त्सद ्ध्ता पूण्म करा.

शसद् धता ः D ADE आत्ण D CBE मध्षे,
  Ð AED @   .......... (सामाईक कोन)
  Ð DAE @ Ð BCE .......... ( )
 \D ADE ~  .......... ( )

 \ (AE)  =  .......... (समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजू)

 \  = CE ´ ED

आकृती 3.68

E

A
B

C

D

जीवांचया बाह्यछेदनाचे प्रमेय (Theorem of external division of chords)

एकाच व्तु्मळाच्ा AB आत्ण CD ्ा जीवांना सामावणाऱ्ा वृत्तछषेत्दका परसपरांना व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील 
त्बंदू E मध ष्े छषेद्त अस्तील, ्तर AE ´ EB = CE ´ ED.
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(1) आकृ्ती 3.70 नुसार,
 AE ´ EB = CE ´ ED
 ्ा गुणधमा्मला जीवा अ्ंतछचेदनाचषे प्रमषे् महण्ता्त.

आकृती 3.69

प्रमषे्ाचषे वरील त्वधान लक्ा्त घषेऊन पक् आत्ण साध् ठरवा.
रचना ः रषेख TA आत्ण रषेख TB काढलषे.
शसद् धता ः D EAT आत्ण D ETB मध्षे,
  Ð AET @ Ð TEB .... (समाईक कोन)
  Ð ETA @ Ð EBT.. (सपत्श्मका-छषेत्दका प्रमषे्)
 \ D EAT ~ D ETB ..... (को-को समरूप्ता)

 \ ET

EB
=

EA

ET
 ..... (समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजू)

 \ EA ´ EB = ET2

(2) आक्ृती 3.71  नुसार,
 AE ´ EB = CE ´ ED
 ्ा गुणधमा्मला जीवा बाह्यछषेदनाचषे प्रमषे्  
 महण्ता्त.

(3) आकृ्ती 3.72  नुसार,
 EA ´ EB = ET2

 ्ा गुणधमा्मला सपत्श्मका-छषेत्दका रषेषाखंडांचषे 
 प्रमषे् महण्ता्त.

आकृती 3.70

आकृती 3.71

आकृती 3.72

B

C D E

A

E

A

B

C

D

E
A

B

T

A

B

E

T

हे लक्ात ठेवूया.

सपशि्मका छेशदका रेषाखंडांचे प्रमेय (Tangent secant segments theorem)
व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील E ह्या त्बंदू्तून काढलषेली वृत्तछषेत्दका व्तु्मळाला त्बंदू A व B मध्षे छषेद्त असषेल 

आत्ण त्ाच त्बंदू्तून जाणारी सपत्श्मका व्तु्मळाला त्बंदू T मध ष्े सपश्म कर्त असषेल, ्तर EA ´ EB = ET2
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  आकृ्ती 3.73 मध्षे, रषेख PS हा सपत्श्मकाखंड आहषे. रषेषा PR  
  ही वृत्तछषेत्दका आहषे. 
  जर PQ = 3.6, 
  QR = 6.4 ्तर PS काढा. 

उकल ः PS2 = PQ ´ PR .... (सपत्श्मका छषेत्दका रषेषाखंडाचषे प्रमषे्)
   = PQ ´ (PQ + QR)
   = 3.6 ´ [3.6 + 6.4]
   = 3.6 ´ 10
   = 36
 \PS = 6

  आक्ृती 3.74 मध ष्े, जीवा MN आत्ण  
  जीवा RS परसपरांना त्बंदू P मध ष्े छषेद्ता्त.
  जर PR = 6, PS = 4, MN = 11
  ्तर PN काढा.

उकल ः जीवांच्ा अं्तछचेदनाच्ा प्रमषे्ावरून,
  PN ́  PM = PR ́  PS... (I)
  PN = x मानू. \PM = 11 - x
  ्ा त्कम्ती (I) मध ष्े मांडून,
  x (11 - x) = 6 ´ 4
 \ 11x - x2 - 24 = 0
 \  x2 - 11x + 24 = 0
 \ (x - 3) (x - 8) = 0
 \ x - 3 = 0 त्कंवा x - 8 = 0
 \ x = 3 त्कंवा x = 8
 \ PN = 3 त्कंवा PN = 8

आकृती 3.73

आकृती 3.74

P

Q

R

S

उदा. (2)  

S

M

P

N

R
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उदा. (3)  आकृ्ती 3.75 मध्षे, दोन व्तु्मळषे एकमषेकांना  
  त्बंदू X व Y मध ष्े छषेद्ता्त. रषेषा XY वरील  
  त्बंदू  M मधून काढलषेल्ा सपत्श्मका त्ा 
  व्तु्मळांना त्बंदू P व Q मध्षे सपश्म कर्ता्त. 
  ्तर त्सद् ध करा, रषेख PM @ रषेख QM.

शसद् धता ः ररकाम्ा जागा भरून त्सद् ध्ता त्लहा.
  रषेषा MX ही दोनही व्तु्मळांची सामाईक ........ आहषे.
 \PM2 = MY ́  MX ..... (I)
  ्तसषेच ....... = ....... ́  ....... , (सपत्श्मका-छषेत्दका रषेषाखंडाचषे प्रमषे्) ..... (II)
 \(I) व (II) वरून ...... = QM2

 \ PM =QM
  रषेख PM @ रषेख QM

आकृ्ती 3.76 मध्षे, रषेख PQ हा केंद्र O असलषेल्ा 
व्तु्मळाचा व्ास आहषे. त्बंदू R हा व्तु्मळावरील कोण्ताही 
त्बंदू आहषे. 
रषेख RS ^ रषेख PQ. 
्तर त्सद ्ध करा - SR हा PS आत्ण 
SQ ्ांचा भतू्म्तीमध् आहषे.
[महणजषेच SR2 = PS ´ SQ]

आकृती 3.75

P QY
M

X

आकृती 3.76

उदा. (4)  

P

Q

T O

R

S

उकल ः पुढषे त्दलषेल्ा पा्ऱ्ांनी त्सद् ध्ता त्लहा.
  (1) त्करण RS काढा. ्तो व्तु्मळाला ज्ा त्बदं्ूत छषेदषेल त्ा त्बंदूला T हषे नाव द्ा.
  (2) RS = TS दाखवा.
  (3)जीवांच्ा अं्तछचेदनाचषे प्रमषे् वापरून समान्ता त्लहा.
  (4) RS = TS वापरून साध् त्सद् ध करा.

शवचार करूया.

(1) वरील आकृ्ती 3.76 मध ष्े रषेख PR आत्ण रषेख RQ काढल्ास D PRQ कोणत्ा प्रकारचा होईल?
(2) वरील उदा. (4) मध्षे त्सद् ध केलषेला गुणधम्म ्ाआधीही वषेगळ्ा री्तीनषे त्सद ्ध केला आहषे का?
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सरावसंच 3.5  
1. आकृ्ती 3.77 मध्षे, त्बंदू Q हा सपश्मत्बंदू आहषे. 
 जर PQ = 12, PR = 8, 
 ्तर PS = त्क्ती? RS = त्क्ती?

2. आक्ृती 3.78 मध ष्े, जीवा MN आत्ण RS 
 एकमषेकींना त्बंदू D मध ष्े छषेद्ता्त.
 (1) जर RD = 15, DS = 4,
     MD = 8 ्तर DN = त्क्ती?
 (2) जर RS = 18, MD = 9,
     DN = 8 ्तर DS = त्क्ती?

3. आकृ्ती 3.79 मध्षे, त्बंदू B हा सपश्मत्बंदू  
 आत्ण त्बंदू O व्तु्मळकेंद्र आहषे. 
 रषेख OE ^ रषेषा AD,  AB = 12, 
 AC = 8, ्तर  (1) AD (2) DC 
 आत्ण (3) DE काढा. 

4. आक्ृती 3.80 मध ष्े, जर PQ = 6, 
 QR = 10, PS = 8 
 ्तर TS = त्क्ती ?

5. आकृ्ती 3.81 मध ष्े, रषेख EF हा व्ास आत्ण  
 रषेख DF हा सपत्श्मकाखंड आहषे. व्तु्मळाची  
 त्रिज्ा r आहषे. ्तर त्सद् ध करा -
 DE ´ GE = 4r2
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 3

1. पुढील प्रत्षेक उपप्रशनासाठी चार प्ा्म्ी उत्तरषे त्दली आहषे्त. त्ांपैकी अचूक प्ा्म् त्नवडा.
 (1) त्रिज्ा अनुक्रमषे 5.5 सषेमी आत्ण 3.3 सषेमी असलषेली दोन व्तु्मळषे परसपरांना सपश्म कर्ता्त. त्ांच्ा  
   केंद्रा्तील अं्तर त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 4.4  (B) 8.8  (C) 2.2  (D) 8.8 त्कंवा 2.2
 (2) परसपरांना छषेदणाऱ्ा दोन व्तु्मळांपैकी प्रत्षेक व्तु्मळ दुसऱ्ा व्तु्मळाच्ा केंद्रा्तून जा्तषे. जर त्ांच्ा केंद्रां्तील  
   अं्तर 12 सषेमी असषेल, ्तर प्रत ष्ेक व्तु्मळाची त्रिज्ा त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 6  (B) 12  (C) 24  (D) सांग्ता ्षेणार नाही
 (3) ‘एक व्तु्मळ एका समा्ंतरभुज चौकोनाच्ा सव्म बाजूंना सपश्म कर्तषे, ्तर ्तो समां्तरभुज चौकोन ...........  
   असला पात्हजषे’, ्ा त्वधाना्तील ररकाम्ा जागी ्ोग् शबद त्लहा.
   (A) आ््त   (B) समभुज चौकोन (C) चौरस       (D) समलंब चौकोन 
 (4) एका व्तु्मळाच्ा केंद्रापासून 12.5 सषेमी अ्ंतरावरील एका त्बंदू्तून त्ा व्तु्मळाला काढलषेल्ा  
   सपत्श्मकाखंडाची लांबी 12 सषेमी आहषे. ्तर त्ा व्तु्मळाचा व्ास त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 25  (B) 24  (C) 7  (D) 14
 (5) एकमषेकांना बाहषेरून सपश्म करणाऱ्ा दोन व्तु्मळांना जास्ती्त जास्त त्क्ती सामाईक सपत्श्मका काढ्ता  
   ्षे्तील? 
   (A) एक  (B) दोन  (C) ्तीन  (D) चार
 (6) केंद्र O असलषेल्ा  व्तु्मळाच्ा कंस ACB मध्षे ÐACB अं्तत्ल्मखख्त केला आहषे. जर mÐACB = 65°
   ्तर m(कंस ACB) = त्क्ती?
   (A) 65°  (B) 130°  (C) 295°  (D) 230° 
 (7) एका व्तु्मळाच्ा जीवा AB आत्ण CD परसपरांना व्तु्मळाच्ा अं्तभा्मगा्त त्बंदू E मध ष्े छषेद्ता्त. जर  
   (AE) = 5.6, (EB) = 10, (CE) = 8 ्तर (ED) = त्क्ती?
   (A) 7  (B) 8  (C) 11.2  (D) 9
 (8) चक्री् c ABCD मध्षे, कोन Ð A च्ा मापाची दुपपट ही ÐC च्ा मापाच्ा त््तपपटी एवढी आहषे.  
   ्तर ÐC चषे माप त्क्ती?
   (A) 36  (B) 72 (C) 90  (D) 108
 (9)« एकाच व्तु्मळावर त्बंदू A, B, C असषे आहषे्त, की m(कंस AB) = m(कंस BC) = 120°, दोनही कंसा्त  
    B त्शवा् एकही त्बंदू सामाईक नाही. ्तर D ABC कोणत्ा प्रकारचा आहषे?
   (A) समभुज त्रिकोण  (B) त्वषमभुज त्रिकोण  
   (C) काटकोन त्रिकोण (D) समद ्त्वभुज त्रिकोण
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2. त्बंदू O केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळाला रषेषा l त्बंदू P मध्षे  
 सपश्म कर्तषे. जर व्तु्मळाची त्रिज्ा 9 सषेमी असषेल, ्तर  
 खालील प्रशनांची उत्तरषे त्लहा.
 (1)  d(O, P) = त्क्ती? का?
 (2) जर d(O, Q) = 8 सषेमी असषेल. ्तर त्बंदू Q  
   चषे सथान कोठषे असषेल?
 (3) d(O,R)=15 सषेमी असषेल ्तर त्बंदू R 
   ची त्क्ती सथानषे रषेषा l वर अस्तील? ्तषे त्बंदू 
P      P         त्क्ती अं्तरावर अस्तील?
              

 (10) रषेख XZ व्ास असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा अ्ंतभा्मगा्त Y हा एक त्बंदू आहषे. ्तर खालीलपैकी त्क्ती त्वधानषे  
   सत् आहषे्त ?
   (i) ÐXYZ हा लघुकोन असणषे शक् नाही.
   (ii) ÐXYZ हा काटकोन असणषे शक् नाही.
   (iii) ÐXYZ हा त्वशालकोन आहषे.
   (iv) ÐXYZ च्ा मापासंबंधी त्नखशच्त त्वधान कर्ता ्षेणार नाही.
   (A) फक्त एक (B) फक्त दोन (C) फक्त ्तीन (D) सव्म

3. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, त्बंदू M व्तु्मळकेंद्र आत्ण  
 रषेख KL हा सपत्श्मकाखंड आहषे. 
 जर MK = 12, KL = 6 3  ्तर
 (1) व्तु्मळाची त्रिज्ा काढा.
 (2) ÐK आत्ण ÐM ्ांची मापषे ठरवा.

4. आकृ्ती 3.84 मध्षे, त्बंदू O व्तु्मळकेंद्र आत्ण  
 रषेख AB व रषेख AC हषे सपत्श्मकाखंड आहषे्त. जर  
 व्तु्मळाची त्रिज्ा r असषेल आत्ण l(AB) = r  
 असषेल, ्तर c ABOC हा चौरस हो्तो, हषे  
 दाखवा.
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5. आिृती 3.85 मध्ये, समांतरभुज c ABCD  
 हा िेंद्र T असलयेल्ा ितुभाळाभोिती पररकलखखत  
 िेला आहये. (महणजये त्ा चौिोनाच्ा िाजू  
 ितुभाळाला सपशभा िरतात.) किंदू E, F, G आकण H  
 हये सपशभाकिंदू आहयेत. जर AE = 4.5 आकण  
 EB = 5.5, तर AD िाढा.

6. आिृती 3.86 मध्ये, िेंद्र N असलयेलये ितुभाळ िेंद्र  
 M असणाऱ्ा ितुभाळाला किंदू T मध्ये सपशभा िरतये.  
 मोठ्ा ितुभाळाची करिज्ा लहान ितुभाळाला किंदू S  
 मध्ये सपशभा िरतये. जर मोठ्ा ि लहान ितुभाळांच्ा  
 करिज्ा अनुक्रमये 9 सयेमी ि 2.5 सयेमी असतील तर  
 खालील प्रशनांची उततरये शोधा आकण त्ांिरून  
 MS ः SR हये गुणोततर िाढा.
 (1) MT = किती? (2) MN = किती? 
 (3) ÐNSM = किती?

7. सोितच्ा आिृतीत, िेंद्र X आकण Y असलयेली  
 ितुभाळये परसपरांना किंदू Z मध्ये सपशभा िरतात.  
 किंदू Z मधून जाणारी िृततछयेकदिा त्ा ितुभाळांना  
 अनुक्रमये किंदू  A ि किंदू B मध्ये छयेदतये.  
 तर कसद् ध िरा, करिज्ा XA || करिज्ा YB.  
 खाली कदलयेल्ा कसद् धतयेतील ररिाम्ा जागा भरून  
 पूणभा कसद ्धता कलहून िाढा. 
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   \(I), (II) व (III) वरून,
   Ð XAZ = ..........
   \त्रिज्ा XA || त्रिज्ा YB .......... (..........)
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8. आकृ्ती 3.88 मध ष्े, केंद्र X व Y असणारी  
 अं्तसप्मशशी व्तु्मळषे त्बंदू Z मध ष्े सपश्म कर्ता्त.  
 रषेख BZ ही मोठ्ा व्तु्मळाची जीवा लहान  
 व्तु्मळाला त्बंदू A मध्षे छषेद्तषे. 
 ्तर त्सद् ध करा - रषेख AX || रषेख BY.

9. शषेजारील आक्ृती्त, रषेषा l ही केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाला त्बंदू P मध ष्े सपश्म कर्तषे. त्बंदू Q हा  
 त्रिज्ा OP चा मध्त्बंदू आहषे. त्बंदू Q ला  
 सामावणारी जीवा RS || रषेषा l.
 जर RS 12 सषेमी असषेल, ्तर व्तु्मळाची त्रिज्ा  
 काढा.

10«. आकृ्ती 3.90 मध्षे, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाचा  
 रषेख AB हा व्ास आहषे. व्तु्मळाची सपत्श्मका PQ  
 व्तु्मळाला त्बंदू T मध्षे सपश्म कर्तषे. 
 रषेख AP ̂  रषेषा PQ आत्ण रषेख BQ ̂  रषेषा PQ.
 ्तर त्सद् ध करा - रषेख CP @ रषेख CQ.

11«. प्रत्षेकी 3 सषेमी त्रिज्षेची, केंद्र A, B व C असणारी ्तीन व्तु्मळषे अशी काढा, की प्रत्षेक व्तु्मळ इ्तर दोन  
 व्तु्मळांना सपश्म करषेल.
12«. व्तु्मळाचषे कोण्तषेही ्तीन त्बंदू एकरषेषी् नस्ता्त, हषे त्सद ्ध करा.
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13. आक्ृती 3.91 मध्षे रषेषा PR व्तु्मळाला  
 त्बंदू Q मध ष्े सपश्म कर्तषे. ्ा आकृ्तीच्ा आधारषे  
 खालील प्रशनाचंी उत्तरषे त्लहा. 
 (1) Ð TAQ आत्ण  Ð TSQ ् ांच्ा मापांची  
   बषेरीज त्क्ती?
 (2) Ð AQP शी एकरूप असणारषे कोन  
   कोण्तषे ?
 (3) Ð QTS शी एकरूप असणारषे कोन  
   कोण्तषे?

14. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाच्ा रषेख PQ आत्ण रषेख RS ्ा एकरूप  
 जीवा आहषे्त. जर Ð POR = 70° आत्ण 
 m(कंस RS) = 80°, ्तर -
 (1) m(कंस PR) त्क्ती?
 (2) m(कंस QS) त्क्ती?
 (3) m(कंस QSR) त्क्ती?
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 (4) जर ÐTAS = 65°, ्तर ÐTQS आत्ण कंस TS ्ांची मापषे सांगा.
 (5) जर ÐAQP = 42° आत्ण ÐSQR = 58°, ्तर ÐATS चषे माप काढा.

15. आक्ृती 3.93 मध्षे, m(कंस WY) = 44°,  
 m(कंस ZX) = 68°, ्तर 
 (1) ÐZTX चषे माप ठरवा.
 (2) WT = 4.8, TX = 8.0, 
   YT = 6.4 ्तर TZ = त्क्ती?
 (3) WX = 25, YT = 8, 
   YZ = 26, ्तर WT = त्क्ती?.
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16. आकृ्ती 3.94 मध्षे, 
 (1) m(कंस CE) = 54°, 
  m(कंस BD) = 23°, ्तर ÐCAE = त्क्ती?
 (2) AB = 4.2, BC = 5.4, 
  AE = 12.0 ्तर AD = त्क्ती?
 (3) AB = 3.6, AC = 9.0, 
   AD = 5.4 ्तर AE = त्क्ती?

18. शषेजारच्ा आक्ृती्त त्बंदू P हा सपश्मत्बंदू आहषे.
 (1) m(कंस PR) = 140, 
   Ð POR = 36° ्तर
   m(कंस PQ) = त्क्ती?
 (2) OP = 7.2, OQ = 3.2, 
   OR = त्क्ती? QR = त्क्ती?
 (3) OP = 7.2, OR = 16.2, ्तर
   QR = त्क्ती?
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आकृती 3.94

17. शषेजारी त्दलषेल्ा आकृ्ती्त, जीवा EF || जीवा GH. ्तर त्सद ्ध करा, जीवा EG @ जीवा FH .
 पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरा आत्ण त्सद् ध्ता त्लहा.
त्सद ्ध्ता ः  रषेख GF काढला.
   Ð EFG = Ð FGH .......... (I)
   Ð EFG =  (अं्तत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्) (II)
   Ð FGH =  (अं्तत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्) (III)
   \ m (कंस EG) =  [(I), (II) व (III) वरून]
   जीवा EG @ जीवा FH ..........( )

19. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, केंद्र C असलषेषेलषे व्तु्मळ  
 केंद्र  D असलषेल्ा व्तु्मळाला त्बंदू E मध्षे आ्तून  
 सपश्म कर्तषे. त्बंदू D हा आ्तील व्तु्मळावर आहषे.  
 बाहषेरील व्तु्मळाची जीवा EB ही आ्तील व्तु्मळाला  
 त्बंदू A मध्षे छषेद्तषे. 
 ्तर त्सद् ध करा, की रषेख EA @ रषेख AB.
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20. आकृ्ती 3.98 मध्षे, रषेख AB हा केंद्र O  
 असलषेल्ा व्तु्मळाचा व्ास आहषे. अ्ंतत्ल्मखख्त  
 कोन ACB चा दुभाजक व्तु्मळाला त्बंदू D मध्षे छषेद्तो. 
 ्तर रषेख AD @ रषेख BD हषे त्सद् ध करा.
 पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरून  
 ्ती पणू्म करा आत्ण त्लहा.

21. सोब्तच्ा आकृ्ती्त रषेख MN ही केंद्र O  
 असलषेषेल्ा व्तु्मळा्तील जीवा आहषे. 
 MN = 25, जीवा MN वर त्बंदू L असा आहषे  
 की ML = 9 आत्ण d(O,L) = 5 ्तर ्ा  
 व्तु्मळाची त्रिज्ा त्क्ती असषेल?

OA B

C

D

त्सद् ध्ता ः रषेख OD काढला.
   Ð ACB =  (अध्मव्तु्मळा्त अं्तत्ल्मखख्त कोन)
   Ð DCB =   (रषेख CD हा Ð C चा दुभाजक)
   m(कंस DB) =  (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)
   Ð DOB =  (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा) (I)
   रषेख OA @ रषेख OB ..........  (II)
   \ रषेषा OD ही रषेख AB ची  रषेषा आहषे. (I) व (II) वरून
    \ रषेख AD @ रषेख BD

आकृती 3.99

M

N

L O

आकृती 3.98

22«. आकृ्ती 3.100 मध ष्े दोन व्तु्मळषे परसपरांना  
 त्बंदू S  व R मध्षे छषेद्ता्त. त्ांची रषेषा PQ ही  
 सामाईक सपत्श्मका त्ांना त्बंदू P व Q मध ष्े सपश्म  
 कर्तषे, ्तर त्सद् ध करा - 
 Ð PRQ + Ð PSQ = 180°   

आकृती 3.100

P Q

R

S
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23«.	आकृती	 3.101	 मध्ये,	 दोन	 वत्तुळये	 एकमयेकांना	 
बिंद	ूM	व	N	मध्ये	छयेदतात.	बिंद	ूM	व	N	मधून	 
काढलयेल्ा	वृततछयेबदका	बिंद	ूR	व	S	मध्ये,	आबि	 
बिंद	ूP	व	Q	मध्ये	छयेदतात.	तर	रयेख	PR	|| रयेख	QS, 
हये	बिद्	ध	करा.

24«.	दोन	वत्तुळये	परसपरांना	बिंदू	A	व	E	मध्ये	छयेदतात. 
बिंदू	 E	 मधून	 काढलयेली	 त्ांची	 िामाईक	 
वृततछयेबदका	वत्तुळांना	 बिंदू	B	व	D	मध्ये	छयेदतये.	 
बिंदू	B	व	D	मधून	काढलयेल्ा	सपब्तुका	एकमयेकींना	 
बिंदू	C	मध्ये	छयेदतात.	
बिद्	ध	करा	ः	c ABCD	चक्री्	आहये.

आकृती 3.101

P
Q

M

N

R
S

25«. D ABC	मध्ये,	रयेख	AD	^	िाजू	BC,	
रयेख	BE	^	िाजू	AC,	रयेख	CF	^	िाजू	AB.	 
बिंद	ूO	हा	 ब्रोलंििंपात	आहये.	तर	 बिंदू	O	हा	 
D	DEF	चा	अंतमतुध्	होतो,	हये	बिद्	ध	करा.

rrr

ICT Tools or Links

बजओजयेब्ाच्ा	िहाय्ानये	बवबवध	वत्तुळये	काढा.
त्ांमध्ये	जीवा	व	सपब्तुका	काढून	ग्िधमतु	तपािा.

आकृती 3.103
D

E

O
F

A

B C

आकृती 3.102

A

B

C

E
D
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चला, शिकूया.

•  समरूप त्रिकोणाची रचना
 * दोन समरूप त्रिकोणांपैकी एका त्रिकोणाच्ा बाजू आत्ण दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा संग्त बाजू 
  ्ांचषे गुणोत्तर त्दलषे अस्ता दुसरा त्रिकोण काढणषे.
  (i) एकही त्शरोत्बंदू सामाईक नस्ताना. 
  (ii) एक त्शरोत्बंदू सामाईक अस्ताना.
•  व्तु्मळाची सपत्श्मका काढणषे.
 * व्तु्मळाला व्तु्मळावरील त्बंदू्तून सपत्श्मका काढणषे.
  (i) व्तु्मळकेंद्राचा उप्ोग करून.
  (ii) व्तु्मळकेंद्राचा उप्ोग न कर्ता.
 * व्तु्मळाला त्ाच्ा बाहषेरील त्बंदू्तून सपत्श्मका काढणषे.

जरा आठवूया.

खालील रचना आपण आधीच्ा इ्त्तांमध्षे त्शकलो आहो्त. त्ा रचनांची उजळणी करा.
•  त्दलषेल्ा रषेषषेला त््तच्ा बाहषेरील त्बंदू्तून समा्ंतर रषेषा काढणषे.
•  त्दलषेल्ा रषेषाखंडाचा लंबदुभाजक काढणषे.
•  त्रिकोणाच्ा बाजू व कोन ्ांपैकी पुरषेसषे घटक त्दलषे अस्ता त्रिकोण काढणषे.
•  त्दलषेल्ा रषेषाखंडाचषे त्दलषेल्ा संख्षेएवढषे समान भाग करणषे.
•  त्दलषेल्ा रषेषाखंडाचषे त्दलषेल्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन करणषे.
•  त्दलषेल्ा कोनाशी एकरूप असलषेला कोन काढणषे.

इ्त्ता नववी्त ्तुमही शाळषेच्ा पररसराचा नकाशा ्त्ार करण्ाचा उपक्रम केला आहषे. एखादी इमार्त बांधण्ापूवशी 
त्ा इमार्तीचा आराखडा ्त्ार कर्ता्त. शाळषेचा पररसर आत्ण त्ाचा नकाशा, इमार्त आत्ण त््तचा आराखडा 
परसपरांशी समरूप अस्ता्त. भूगोल, वास्तुशासरि, ्ंरिशासरि इ. क्षेरिांमध ष्े समरूप आकृत्ा काढण्ाची गरज अस्तषे. 
त्रिकोण ही सवाां्त साधी बतं्दस्त आक्ृती आहषे. महणून त्दलषेल्ा त्रिकोणाशी समरूप त्रिकोण कसा काढ्ता ्षे्तो, हषे 
पाहू्ा.

4 भौशमशतक रचना
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जाणून घेऊया.

समरूप शरिकोणाची रचना

एका त्रिकोणाच्ा बाजू त्दल्ा अस्ता, त्ाच्ाशी समरूप असणारा आत्ण गुणोत्तराची अट पणू्म करणारा त्रिकोण 
काढणषे.

दोन समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजू एकाच प्रमाणा्त अस्ता्त आत्ण त्ांचषे संग्त कोन एकरूप अस्ता्त. ्ाचा 
उप्ोग करून त्दलषेल्ा त्रिकोणाशी समरूप असणारा त्रिकोण काढ्ता ्षे्तो. 

उदा. (1)  D ABC ~ D PQR, D ABC मध्षे AB = 5.4 सषेमी, BC = 4.2 सषेमी, AC = 6.0 सषेमी. 
  ABः PQ = 3ः2 ्तर D ABC आत्ण D PQR काढा.

  प्रथम त्दलषेल्ा मापांचा D ABC काढा.

  D ABC आत्ण D PQR समरूप आहषे्त.

  \ त्ांच्ा संग्त बाजू एकाच प्रमाणा्त अाहषे्त.  

               AB

PQ
=

BC

QR
=

AC

PR
=

3

2
 .......... (I)  

  AB, BC, AC ्ा बाजूंच्ा लांबी माही्त असल्ानषे वरील समीकरणांवरून PQ, QR, PR ्ा  
  बाजूंच्ा लांबी त्मळ्तील.
  समीकरण [I] वरून 

  
5.4

PQ
=

4.2

QR
=

6.0

PR
=

3

2  

  \ PQ = 3.6 सषेमी, QR = 2.8 सषेमी आत्ण PR = 4.0 सषेमी

आकृती 4.1
कच्ी आकृती

PQAB

C

R
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  AB
A¢B = BC

BC¢ = AC
A¢C¢ = 5

3

  \ D ABC च्ा बाजू D A¢BC¢ च्ा संग्त बाजूंपषेक्ा मोठ्ा असणार.
  \ रषेख BC चषे 5 समान भाग केलषे ्तर त्ां्तील ्तीन भागांएवढी  रषेख BC¢ ची लांबी असषेल.
  D ABC काढून रषेख BC वरील त्बंदू B पासून ्तीन भागांएवढ्ा अं्तरावरील त्बंदू हा त्बंदू C¢ असला  
  पात्हजषे. त्बंदू C¢ मधून रषेख AC ला समां्तर काढलषेली रषेषा, रषेख BA ला ज्ा त्बंद्ूत छषेदषेल ्तो त्बंदू A¢  
  असषेल.

अशधक माशहतीसाठी 
काही वषेळा, त्दलषेल्ा त्रिकोणाशी समरूप असणारा जो त्रिकोण काढाव्ाचा आहषे, त्ाच्ा बाजू मोजपट ्टीनषे 

मोजून काढ्ता ्षेण्ासारख्ा नस्ता्त. अशावषेळी, त्दलषेल्ा रषेषाखंडाचषे ‘त्दलषेल्ा संख्षेएवढषे भाग करणषे’ ्ा रचनषेचा 
उप्ोग करून त्रिकोणाच्ा बाजू काढ्ता ्षे्ता्त.

उदाहरणाथ्म. बाजू AB ची लांबी 11 6

3

.  सषेमी असषेल, ्तर 11.6 सषेमी लांबीच्ा रषेषाखंडाचषे 3 समान भाग 
करून AB रषेषाखंड काढ्ता ्षेईल.

कच्ी आकृती
आकृती 4.3

A

A¢

B CC¢

आकृती 4.2
AB

C

4.2
सषेमी

5.4 सषेमी

6.0
सषेमी

PQ

R

2.8
सषेमी

3.6 सषेमी

4.0
सषेमी

 D PQR च्ा सव्म बाजूंच्ा लांबी माही्त झाल्ानषे आपण त्ा त्रिकोणाची रचना करू.

उदा. (1) मधील रचनषे्त त्दलषेल्ा व काढाव्ाच्ा त्रिकोणां्त सामाईक त्शरोत्बंदू नवह्ता. एक त्शरोत्बंदू सामाईक 
असषेल ्तर त्रिकोण रचना पुढील उदाहरणा्त दाखवल्ाप्रमाणषे करणषे सो्ीचषे अस्तषे.

उदा.(2)  D ABC हा कोण्ताही एक त्रिकोण काढा.
  D ABC शी समरूप असणारा D A¢BC¢ असा काढा 
  की AB ः A¢B = 5ः3
शवशलेषण ः B, A, A¢ हषे ्तसषेच B, C, C¢ हषे एकरषेषी् घषेऊ.
  D ABC ~ D A¢BC¢ \ Ð ABC = ÐA¢BC¢
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टीप  ः BC चषे पाच समान भाग कर्ताना, रषेषा BC  
  च्ा ज्ा बाजूला A आहषे त्ाच्ा त्वरुद ्ध  
  बाजूला B मधून एक त्करण काढून असषे  
  भाग करणषे सो्ीचषे अस्तषे. 
  त्ा त्करणावर BT1 = T1T2 = T2T3 =  
  T3T4 = T4T5 असषे समान भाग घ्ा.
  T5C जोडा व T1, T2, T3, T4, मधून  

  रषेख T5C ला समा्ंतर रषेषा काढा.

शवचार करूया.

समरूप त्रिकोण काढण्ासाठी सोब्तच्ा आकृ्ती्त 
दाखवल्ाप्रमाणषेही D A¢BC¢ काढ्ता ्षेईल. 
्ा आकृ्तीप्रमाणषे D A¢BC¢ काढाव्ाचा असषेल ्तर 
रचनषेच्ा पा्ऱ्ां्त कोण्ता बदल करावा लागषेल?

आकृती 4.6

A

A¢

B

C

C¢

   BA¢
BA  = BC

BC

¢  = 3

5
 महणजषेच, BA

BA¢ = BC
BC¢ = 5

3
 .......... व्स्त त्क्र्ा करून

रचनेचया पायऱयाः

(1) D ABC हा कोण्ताही एक त्रिकोण काढा.
(2)  रषेख BC चषे पाच समान भाग करा.
(3) त्बंदू B पुढील त््तसऱ्ा त्बंदूस C¢ नाव द्ा. 
 \ BC¢ = 3

5
 BC

(4) आ्ता C¢ मधून रषेख CA ला समां्तर रषेषा काढा. 
 ्ती रषेख AB ला जषेथषे छषेद्तषे, त्ा त्बंदूला  A¢ नाव  
 द्ा.
(5) D ABC शी समरूप असणारा D A¢BC¢ हा  
 इष्ट त्रिकोण आहषे. 

आकृती 4.5

A

T1
T2 T3

T4
T5

B C

आकृती 4.4

A

A¢

CC¢B
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उदा.(3)   D ABC शी समरूप असणारा D A¢BC¢ असा काढा, की AB ः A¢B = 5ः7

शवशलेषण ः त्बंदू B, A, A¢ ्तसषेच त्बंदू B, C, C¢ एकरषेषी् घषेऊ.

   D ABC ~ D A¢BC¢ आत्ण AB ः A¢B = 5ः7

  \ D ABC च्ा बाजू D A¢BC¢ च्ा संग्त बाजूंपषेक्ा लहान असणार 

  ्तसषेच ÐABC @ ÐA¢BC¢ 
  ्ा बाबी त्वचारा्त घषेऊन कच्ी आकृ्ती काढू.

  आ्ता  
BC

BC′
=

5

7

  \ रषेख BC चषे 5 समान भाग केलषे ्तर त्ां्तील एका भागाच्ा 7 पट रषेख BC¢ ची लांबी असषेल. 

  \ D ABC काढून रषेख BC चषे पाच समान भाग करू. त्बंदू C¢ हा त्करण BC वर B पासून सा्त भाग 

     अं्तरावर असषेल.

  प्रमाणाच्ा मूलभू्त प्रमषे्ानुसार, त्बंदू C¢ मधून बाजू AC ला समां्तर रषेषा काढली ्तर ्ती वाढवलषेल्ा  

  त्करण BA ला ज्ा त्बंदू्त छषेद्तषे, ्तो A¢ हा त्बंदू असषेल. रषेख A¢C¢ काढून D A¢BC¢ हा अपषेत्क््त  

  त्रिकोण त्मळषेल.

रचनेचया पायऱया ः

(1) D ABC हा कोण्ताही एक त्रिकोण काढा.

(2) रषेख BC चषे 5 समान भाग करा. त्करण BC  वर त्बंदू C¢ असा घ्ा, की रषेख BC¢ ची लांबी रषेख BC  च्ा  

 एका भागाच्ा सा्त पट असषेल.

(3) रषेख AC ला C¢ मधून समां्तर रषेषा काढा. ्ती रषेषा त्करण BA ला जषेथषे छषेद्तषे, त्ा त्बंदूला A¢ हषे नाव द्ा.

  D A¢BC¢ हा D ABC  शी समरूप असलषेला इष्ट त्रिकोण आहषे.

आकृती 4.7
कच्ी आकृती

A

A¢

B
C C¢

आकृती 4.8

A

A¢

B C
1 2 3 4 5 6 7

C¢
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आकृती 4.9

समजा केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळावरील P त्बंदू्तून जाणारी, रषेषा l ही 
सपत्श्मका काढा्ची आहषे.
त्रिज्षेच्ा बाह्यटोकाशी काढलषेली लंबरषेषा ही त्ा व्तु्मळाची 
सपत्श्मका अस्तषे ्ा गुणधमा्मचा उप्ोग करू. समजा त्रिज्ा CP 
काढली ्तर रषेख CP ^ रषेषा l महणजषे त्रिज्ा CP ला त्बंदू P मधून 
जाणारी लंब रषेषा काढली की, ्ती अपषेत्क््त सपत्श्मका होईल.

P

l

C

रषेषषेवरील त्दलषेल्ा त्बंदू्तून जाणाऱ्ा, त्ा रषेषषेला लंब असणाऱ्ा रषेषषेची रचना ्षेथषे करावी लागषेल.महणून 
सो्ीसाठी त्करण CP काढून रषेषा l ची रचना करू.

रचनेचया पायऱया ः
(1) केंद्र C असलषेलषे एक व्तु्मळ काढा, त्ावर P  
 हा एक त्बंदू घ्ा.
(2) त्करण CP काढा.
(3) त्बंदू P मधून त्करण CX ला लंब रषेषा l काढा.
 रषेषा l ही, P त्बंदू्तून जाणारी व्तु्मळाची अपषेत्क््त  
 सपत्श्मका आहषे. आकृती 4.10

P XC

l

सरावसंच 4.1

1. D ABC ~ D LMN , D ABC असा काढा, की AB = 5.5 सषेमी, BC = 6 सषेमी, CA = 4.5 सषेमी  

 आत्ण BC

MN
 = 5

4
 ्तर D ABC व D LMN काढा.

2. D PQR ~ D LTR, D PQR मध्षे PQ = 4.2 सषेमी, QR = 5.4 सषेमी, PR = 4.8 सषेमी  

 आत्ण  PQ

LT
 = 3

4
 ्तर D PQR व D LTR काढा.

3. D RST ~ D XYZ, D RST मध्षे RS = 4.5 सषेमी, Ð RST = 40°, ST = 5.7 सषेमी  

 आत्ण RS

XY
 = 

3

5
 ्तर D RST व D XYZ काढा.

4. D AMT ~ D AHE, D AMT मध्षे AM = 6.3 सषेमी, Ð TAM = 50°, AT = 5.6 सषेमी  

 आत्ण AM

AH
 = 7

5
 ्तर D AHE काढा.

जाणून घेऊया.

शदलेलया वतु्मळाला तयावरील शबंदूतून सपशि्मका काढणे

(i) वतु्मळ केंद्ाचा उपयोग करून.
शवशलेषण ः 
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ii) वतु्मळ केंद्ाचा उपयोग न करता.
उदाहरण ः कोणत्ाही त्रिज्षेचषे एक व्तु्मळ काढा. त्ावर C हा कोण्ताही एक त्बंदू घ्ा. व्तु्मळ केंद्राचा उप्ोग न  
  कर्ता, त्बंदू C मधून जाणारी त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका काढा.

शवशलेषणः 
समजा, आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे रषेषा l 
ही त्बंदू C मधून जाणारी सपत्श्मका आहषे. रषेख 
CB ही जीवा आत्ण Ð CAB हा अ्ंतत्ल्मखख्त 
कोन काढला. सपत्श्मका - छषेत्दका कोनाच्ा  
प्रमषे्ानुसार ÐCAB @ ÐBCD. 
सपत्श्मका छषेत्दका कोनाच्ा प्रमषे्ाच्ा 
व्त्ासानुसार, 

जर ÐCAB @ ÐBCD, ्तर रषेषा l ही व्तु्मळाची सपत्श्मका अस्तषे. 
महणून रषेख CB ही व्तु्मळाची जीवा आत्ण ÐCAB हा अं्तत्ल्मखख्त कोन काढू. ÐBCD ्ा कोनाची रचना 
अशी करू ,की ÐBCD @ ÐBAC. 
रषेषा CD ही त्दलषेल्ा व्तु्मळाच्ा त्बंदू C मधून जाणारी त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका असषेल.

रचनेचया पायऱयाः

आकृती 4.11
l

A
B

C

D

(1) एक व्तु्मळ काढा. व्तु्मळावर C हा कोण्ताही  
 एक त्बंदू घ्ा.
(2) जीवा CB आत्ण अं्तत्ल्मखख्त ÐCAB  
 काढा.
(3) कंपासमध्षे सोत््सकर त्रिज्ा घषेऊन आत्ण  
 त्बंदू A केंद्र घषेऊन ÐBAC च्ा भुजांना त्बंदू  
 M व त्बंदू N मध्षे छषेदणारा कंस काढा.

(4) ्तीच त्रिज्ा आत्ण केंद्र C घषेऊन, जीवा CB ला छषेदणारा कंस काढा. छषेदनत्बंदूला R नाव द्ा.
(5) कंपासमध्षे MN एवढी त्रिज्ा घ्ा. केंद्र R घषेऊन आधी काढलषेल्ा कंसाला छषेदणारा आणखी एक कंस  
 काढा. त्ा छषेदनत्बंदूला D नाव द्ा. रषेषा CD काढा.रषेषा CD ही व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे. 

 (वरील आकृ्ती्त Ð MAN @ Ð BCD ्ाचषे कारण ध्ाना्त घ्ा. रषेषाखंड MN व रषेषाखंड RD  
 काढल्ास बाबाबा कसोटीनुसार D MAN @ D RCD. \ Ð MAN @ Ð BCD)

आकृती 4.12

A
BM

C

N
D

R
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समजा, आक्ृती्त दाखवल्ाप्रमाणषे केंद्र O असलषेल्ा 
व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त त्बंदू P आहषे.त्बंदू P मधून 
काढलषेल्ा सपत्श्मका ्ा व्तु्मळाला त्बंदू A आत्ण  
त्बंदू B मध्षे सपश्म कर्ता्त. त्बंदू A आत्ण त्बंदू B  
्ांची व्तु्मळावरील सथानषे त्नखशच्त कर्ता आली, ्तर 
सपत्श्मका PA आत्ण PB काढ्ता ्षे्तील. कारण  
त्रिज्ा OA आत्ण OB काढल्ा ्तर 
त्रिज्ा OA ^ रषेषा PA आत्ण त्रिज्ा OB ^ रषेषा PB.

D OAP व D OBP हषे काटकोन त्रिकोण असून, OP त्ा दोनहींचा कण्म आहषे. रषेख OP व्ास असणारषे 
व्तु्मळ काढलषे ्तर ्तषे केंद्र O असणाऱ्ा व्तु्मळाला ज्ा त्बंदूं्त छषेदषेल, ्तषे A आत्ण B अस्तील. कारण अध्मव्तु्मळा्त 
अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला कोन काटकोन अस्तो.

रचनेचया पायऱयाः
(1) केंद्र O असलषेलषे कोणत्ाही त्रिज ष्ेचषे एक व्तु्मळ काढा.
(2) व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त P हा एक त्बंदू घ्ा.
(3) रषेख OP काढा. रषेख OP चा लंबदुभाजक काढून  
 मध्त्बंदू M त्मळवा.
(4) केंद्र M व त्रिज्ा OM घषेऊन व्तु्मळ कंस काढा.
(5) हा व्तु्मळकंस त्दलषेल्ा व्तु्मळाला A आत्ण B त्बंदू्त छषेद्ताषे.
(6) रषेषा PA व रषेषा PB काढा. आकृती 4.14

PM

A

B

O

आकृती 4.13

P
O

A

B

  रषेषा PA व रषेषा PB ह्या व्तु्मळाच्ा अपषेत्क््त सपत्श्मका आहषे्त.

सरावसंच 4.2

1. केंद्र P व त्रिज्ा 3.2 सषेमी असलषेल्ा व्तु्मळाला त्ावरील M त्बंद्ूतून सपत्श्मका काढा.
2. 2.7 सषेमी त्रिज्ा असलषेलषे व्तु्मळ काढा. ्ा व्तु्मळाला त्ावरील त्बंदू्तून सपत्श्मका काढा.
3. 3.6 सषेमी त्रिज ष्ेचषे व्तु्मळ काढा. ् ा व्तु्मळाला त्ावरील कोणत्ाही त्बंदू्तून व्तु्मळकेंद्र त्वचारा्त न घषे्ता सपत्श्मका  
 काढा.
4. 3.3 सषेमी त्रिज्षेचषे व्तु्मळ काढा.त्ामध्षे 6.6 सषेमी लांबीची जीवा PQ काढा. त्बंदू P व त्बंदू Q मधून व्तु्मळाला  
 सपत्श्मका काढा. सपत्श्मकांबाब्त ्तुमचषे त्नरीक्ण नोंदवा.

शदलेलया वतु्मळाला तयाबाहेरील शदलेलया शबंदूतून सपशि्मका काढणे.

शवशलेषण ः



99

5. 3.4 सषेमी त्रिज्षेचषे व्तु्मळ काढा.त्ामध्षे 5.7 सषेमी लांबीची जीवा MN काढा. त्बंदू M व त्बंदू N मधून
व्तु्मळाला सपत्श्मका काढा.

6. P केंद्र व 3.4 सषेमी त्रिज्ा घषेऊन एक व्तु्मळ काढा. व्तु्मळ केंद्रापासून 5.5 सषेमी अ्ंतरावर Q त्बंदू घ्ा.
Q त्बंदू्तून व्तु्मळाला सपत्श्मका काढा.

7. 4.1 सषेमी त्रिज्ा घषेऊन एक व्तु्मळ काढा. व्तु्मळ केंद्रापासून 7.3 सषेमी अ्ंतरावरील  त्बंदू्तून सपत्श्मका काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 4

1. ्ोग् प्ा्म् त्नवडा ः
(1) व्तु्मळावरील त्दलषेल्ा त्बंदू्तून व्तु्मळाला काढ्ता ्षेणाऱ्ा सपत्श्मकांची संख्ा ............... अस्तषे.

(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) 0
(2) व्तु्मळाबाहषेरील त्बंदू्तून व्तु्मळाला जास्ती्त जास्त ............... सपत्श्मका काढ्ता ्षे्ता्त.

(A) 2 (B) 1 (C) एक आत्ण एकच    (D) 0
(3) जर  D ABC ~ D PQR ,  AB

PQ
= 7

5
 ्तर ...............

(A) D ABC मोठा असषेल. (B) D PQR मोठा असषेल.
(C) दोनही त्रिकोण समान अस्तील. (D) त्नखशच्त सांग्ता ्षेणार नाही.

2. केंद्र O असलषेलषे 3.5 सषेमी त्रिज्षेचषे व्तु्मळ काढा. व्तु्मळ केंद्रापासून 5.7 सषेमी अ्ंतरावर त्बंदू P घ्ा. P त्बंदूमधून
व्तु्मळाची सपत्श्मका काढा.

3. कोण्तषेही एक व्तु्मळ काढा. त्ावर A हा त्बंदू घषेऊन त्ामधून व्तु्मळाची सपत्श्मका व्तु्मळकेंद्राचा उप्ोग न कर्ता
काढा.

4. 6.4 सषेमी व्ासाचषे व्तु्मळ काढा. व्तु्मळकेंद्रापासून व्ासाएवढ्ा अं्तरावर त्बंदू R घ्ा. ्ा त्बंद्ूतून व्तु्मळाच्ा
सपत्श्मका काढा.

5. केंद्र P असलषेलषे व्तु्मळ काढा. 100° मापाचा एक लघुकंस AB काढा. त्बंदू A व त्बंदू B मधून व्तु्मळाला
सपत्श्मका काढा.

6. केंद्र E असलषेलषे 3.4 सषेमी त्रिज्षेचषे व्तु्मळ काढा. व्तु्मळावर F त्बंदू घ्ा. त्बंदू A असा घ्ा, त्क E-F-A
आत्ण FA = 4.1 सषेमी. त्बंदू A मधून व्तु्मळाला सपत्श्मका काढा.

7. जर  D ABC ~ D LBN, D ABC मध्षे AB = 5.1 सषेमी, Ð B = 40°, BC = 4.8 सषेमी,
AC

LN
= 4

7
 ्तर  D ABC व  D LBN काढा.

8. D PYQ असा काढा की, PY = 6.3 सषेमी, YQ = 7.2 सषेमी, PQ = 5.8 सषेमी.

D XYZ हा D PYQ शी समरूप त्रिकोण असा काढा की, YZ
YQ

= 6

5
.

rrr
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चला, शिकूया.

•     अं्तराचषे सूरि   •     त्वभाजनाचषे सूरि  •     रषेषषेचा चढ

जरा आठवूया.

 संख्ारषेषषेवरील दोन त्बंदूं्तील अ्ंतर कसषे काढ्ता्त हषे आपल्ाला माही्त आहषे.

 P,Q आत्ण R त्बंदूंचषे त्नदचेशक अनुक्रमषे -1,-5 आत्ण 4 आहषे्त ्तर रषेख PQ,रषेख QR ्ांची लांबी काढा.

 त्बंदू A आत्ण B ्ांचषे त्नदचेशक x1 आत्ण x2 अस्तील, आत्ण x2 > x1 असषेल ्तर 
 रषेषाखंड AB ची लांबी = d(A,B) = x2 - x1 
 आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे त्बंदू P,Q आत्ण R ्ांचषे त्नदचेशक अनुक्रमषे -1,-5 आत्ण 4 आहषे्त.
               \ d(P, Q) = (-1)-(-5) = -1 + 5 = 4
 आत्ण  d(Q, R) = 4 - (-5) = 4 + 5 = 9
 हीच संकलपना वापरून आपण XY प्र्तला्तील,एकाच अक्ावर असणाऱ्ा दोन त्बंदूं्तील अं्तर काढू.

जाणून घेऊया.

(1)  एकाच अक्ावरील दोन शबंदूतील अंतर काढणे. 
  एकाच अक्ावरील दोन त्बंदू महणजषे एकाच संख्ारषेषषेवरील दोन त्बंदू हो्त. X अक्ावरील त्बंदूंचषे त्नदचेशक  

  (2, 0), ( -5

2
, 0), (8, 0) असषे, ्तर Y अक्ावरील त्बंदूंचषे त्नदचेशक (0, 1), (0, 

17

2
),  (0, -3) असषे 

  अस्ता्त, हषे ध्ाना्त घ्ा.
  X अक्ाचा ऋण त्नदचेशक दाखवणारा भाग त्करण OX¢ आहषे व Y अक्ाचा ऋण त्नदचेशक दाखवणारा भाग  
  त्करण OY¢ आहषे.

आकृती 5.1

PQ
-2 1 5-3 20-4 3

O
-5 4

R
-1

5 शनदछेिक भूशमती
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 i) X-अक्ावरील दोन त्बंदूं्तील अं्तर काढणषे.  ii) Y-अक्ावरील दोन त्बंदूं्तील अं्तर काढणषे.

2) दोन शबंदूंना जोडणारा XY प्रतलातील रेषाखंड एखाद्ा अक्ाला समांतर असेल तर तया दोन शबंदूंतील अंतर  
 काढणे.

i) आकृ्ती्त रषेख AB हा X- अक्ाला समा्ंतर आहषे.  
 महणून त्बंदू A व त्बंदू B चषे y त्नदचेशक समान  
 आहषे्त.
 रषेख AL आत्ण रषेख BM हषे X-अक्ावर लंब  
 काढा. 
 \ c ABML हा आ््त आहषे. 
 \ AB = LM 
 परं्तु, LM = x2 - x1 
 \ d(A,B) = x2 - x1

ii) आकृ्ती्त रषेख PQ हा Y- अक्ाला समां्तर आहषे.
 महणून त्बंदू P व त्बंदू Q चषे x त्नदचेशक समान  
 आहषे्त.
 रषेख PR आत्ण रषेख QS हषे Y-अक्ावर लंब  
 काढा.
 \ c PQSR हा आ््त आहषे.
 \ PQ = RS
 परं्तु, RS = y2 - y1

 \ d(P,Q) = y2 - y1

   वरील आकृ्ती्त,
   A(x1, 0 ) आत्ण B(x2, 0) हषे दोन त्बंदू  
   X- अक्ावर असषे आहषे्त की, x2 > x1

   \ d(A, B) = x2 - x1

   वरील आकृ्ती्त,
   P(0, y1) आत्ण Q(0, y2) हषे दोन त्बंदू  
   Y- अक्ावर असषे आहषे्त की, y2 > y1

   \ d(P,Q) = y2 - y1

आकृती 5.4 आकृती 5.5

आकृती 5.2

A (x1, 0) B (x2, 0)
X` X

Y

Y`

O

आकृती 5.3

(0, y2) Q

(0, y1) P

XX`

Y

Y`

O

A(x1, y1)

L(x1, 0)

B(x2, y1)

M(x2, 0)
X` X

Y`

Y

O

P (x1, y2)(0, y2) R

Q (x1, y1)(0, y1) S

X` X
Y`

Y

O
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कृती ः
  आकृ्तीमध्षे रषेख AB || Y-अक् आत्ण  
  रषेख CB || X-अक् असून A, C त्बंदूंचषे  
  त्नदचेशक त्दलषे आहषे्त. 
  AC काढण्ासाठी खालील चौकटी भरा. 
  D ABC हा काटकोन त्रिकोण आहषे.
  पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ावरून,
  (AB)2 + (BC)2 = 
  AB, BC शोधण्ासाठी त्बंदू B चषे त्नदचेशक काढू. 

  CB || X- अक् \ B चा y त्नदचेशक = 

  BA || Y- अक् \ B चा x त्नदचेशक = 

  AB = 3  -  =   BC =  -  =  4  

  \ AC2 =  +  =  \ AC = 17

जाणून घेऊया.

अंतराचे सूरि(Distance formula)

आकृ्ती 5.7 मध्षे, A(x1, y1) आत्ण B(x2, y2) हषे 
XY प्र्तला्तील कोण्तषेही दोन त्बंदू आहषे्त.  
त्बंदू B मधून BP हा X-अक्ावर लंब काढा ्तसषेच त्बंदू 
A मधून AD हा रषेख BP वर लंब काढा.

रषेख BP हा Y-अक्ाला समां्तर आहषे. 

\ त्बंदू D चा x त्नदचेशक x2 आहषे.

रषेख AD हा X-अक्ाला समां्तर आहषे. 

 \ त्बंदू D चा y त्नदचेशक y1 आहषे.

 \  AD = d(A, D) = x2 - x1, 
 BD = d(B, D) = y2 - y1

 D ABD ्ा काटकोन त्रिकोणा्त,      AB = AD + BD2 2 2  

         = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )  

       \ AB = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )

   या शनषकषा्मला अंतराचे सूरि असे महणतात.

आकृती 5.6

XX`

B

Y

Y`

A(2, 3)

C(-2, 2)

4

1
-1

3

-3 2

-2

2

-2 3

-3

1

-1 0

आकृती 5.7

X
P

X`

Y

Y`

A
(x1, y1)

B(x2, y2)

D(x2, y1)

O
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  हषे लक्ा्त घ्ा की, x x y y x x y y2 1

2

2 1

2

1 2

2

1 2

2−( ) + −( ) = −( ) + −( )  

  मागील क्ृती्त आपण रषेख AC ची लांबी काढण्ासाठी AB, BC ्ा लांबी काढून पा्थागोरसचषे प्रमषे्  
वापरलषे. आ्ता अं्तराचषे सूरि वापरून आपण त्ाच रषेषाखंडांच्ा लांबी काढू.

   A(2, 3) आत्ण C(-2, 2) हषे त्दलषे आहषे.

   A(x1, y1) आत्ण C(x2, y2) मानू.

   x1 = 2, y1 = 3, x2 = -2, y2 = 2 

   AC = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )

      = − −( ) + −( )2 2 2 3
2 2

      = −( ) + −( )4 1
2 2  

      = 16 1+  

      = 17

   रषेख AB || Y-अक् आत्ण रषेख BC || X-अक्. 
   \ त्बंदू B चषे त्नदचेशक (2, 2) आहषे्त.

   \ AB = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )  = 2 2 2 3
2 2−( ) + −( )  = 0 1+  = 1

      BC = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )  = − −( ) + −( )2 2 2 2
2 2  = −( ) +4 0

2  = 4

आकृ्ती 5.1 मधील P व Q ्ा त्बंदू्तील अ्ंतर (-1) - (-5) = 4; असषे आपण काढलषे हो्तषे. त्ाच त्बंदूंचषे 
त्नदचेशक प्र्तला्त (-1, 0) व (-5, 0) हषे असणार. अं्तराचषे वरील सूरि वापरून P व Q मधील अं्तर ्तषेवढषेच ्षेईल, 
हषे पड्ताळून पाहा.

XX`

B

Y

Y`

A(2, 3)

C(-2, 2)

O

आकृती 5.8

हे लक्ात ठेवूया.

•  आरंभत्बंदू O चषे त्नदचेशक (0, 0) अस्ता्त. महणून त्बंदू P चषे त्नदचेशक (x, y) अस्तील ्तर  
 d(O, P) = x y2 2+ .

•  P(x1, y1), Q(x2, y2) हषे दोन त्बंदू XY प्र्तलावर अस्तील ्तर 

 d(P, Q) = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )

 महणजषेच, PQ2 = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )  = x x y y1 2

2

1 2

2−( ) + −( )  
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���
उदा. (1)  P(-1, 1), Q(5,-7) ्ा दोन त्बंदूं्तील अं्तर काढा.
उकल ः P(x1, y1) आत्ण Q(x2, y2) मानू.
   x1 = -1,   y1 = 1,  x2 = 5,  y2 = -7

   अं्तराचषे सूरिानुसार  d(P, Q) = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )

    = 5 1 7 1
2 2

− −( )  + −( ) − 

    = 6 8
2 2( ) + −( )

    = 36 64+

        d(P, Q) = 100  =  10
      \ त्बंदू P आत्ण Q मधील अ्ंतर 10

उदा. (2)  A(-3, 2), B(1, -2) आत्ण C(9, -10) हषे त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त हषे दाखवा.
उकल ः जर d(A, B); d(B, C) आत्ण d(A, C) ्ांपैकी दोन अं्तरांची बषेरीज त््तसऱ्ा अं्तराएवढी असषेल,  
   ्तरच त्बंदू A, B, C एकरषेषी् अस्तील.
   \ d(A, B), d(B, C) आत्ण d(A, C) काढू.
   त्बंदू A चषे त्नदचेशक त्बंदू B चषे त्नदचेशक      अं्तराचषे सूरि
        (-3, 2)     (1, -2) d(A,B) = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )
        (x1, y1)     (x2, y2)

    \ d(A, B) = 1 3 2 2
2 2

− −( )  + −( ) −   .......... (अ्ंतराच्ा सरूिावरून)

       = 1 3 4
2 2+( ) + −( )

       = 16 16+

       = 32  = 4 2  ..........(I)

    d(B, C) = 9 1 10 2
2 2−( ) + − +( )

       = 64 64+  = 8 2  ..........(II)

   आत्ण d(A, C) = 9 3 10 2
2 2+( ) + − −( )

       = 144 144+  = 12 2  ..........(III)

       4 2  + 8 2  = 12 2    .......... (I), (II) आत्ण (III) वरून
   \ d(A, B) + d(B, C) = d(A, C) 
   \ A, B, C हषे त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त.
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उदा. (3)  P(6, -6), Q(3, -7) आत्ण R(3, 3) हषे त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त का ्तषे ठरवा.

उकल ः PQ  = 6 3 6 7
2 2−( ) + − +( )     .......... (अ्ंतराचषे सूरि वापरून)

    = 3 1
2 2( ) + ( )  = 10   .......... (I)

   QR = 3 3 7 3
2 2−( ) + − −( )

    = 0 10
2 2( ) + −( )  = 100   .......... (II)

   PR = 3 6 3 6
2 2−( ) + +( )

    = −( ) + ( )3 9
2 2  = 90  .......... (III)

   (I), (II) आत्ण (III) वरून 10 , 100  आत्ण 90  ्ांपैकी 100  ही सवाां्त मोठी संख्ा आहषे.

   100( )  आत्ण 10 90+( )  ्ा संख्ा समान आहषे्त का ्तषे पाहू. 

   ्ासाठी 100
2( )  आत्ण 10 90

2

+( )  ्ांची ्तुलना करा. 

   त्ावरून ्तुमच्ा लक्ा्त ्षेईल 10 90+( )  > 100( )   \ PQ + PR ¹ QR
   \ P(6, -6), Q(3, -7) आत्ण R(3, 3) हषे त्बंदू एकरषेषी् नाही्त.
   
उदा. (4)  (1, 7), (4, 2),  (-1, -1) आत्ण  (-4, 4) हषे चौरसाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त, हषे दाखवा.
उकल ः जषेवहा चौकोनाच्ा सव्म भुजा समान लांबीच्ा आत्ण कण्म समान लांबीचषे अस्ता्त ्तषेवहा ्तो चौकोन चौरस  
   अस्तो. \ सव्म बाजूंच्ा लांबी व कणाांच्ा लांबी अ्ंतराच्ा सरूिावरून काढू.
   समजा, A(1, 7), B(4, 2), C(-1, -1) आत्ण D(-4,4) हषे त्दलषेलषे त्बंदू आहषे्त.

   AB = 1 4 7 2
2 2−( ) + −( )   = 9 25+  = 34

   BC = 4 1 2 1
2 2+( ) + +( )  = 25 9+  = 34

   CD = − +( ) + − −( )1 4 1 4
2 2

 = 9 25+  = 34

   DA = 1 4 7 4
2 2+( ) + −( )   = 25 9+  = 34

   AC = 1 1 7 1
2 2+( ) + +( )  = 4 64+  = 68

   BD = 4 4 2 4
2 2+( ) + −( )  = 64 4+  = 68

   \ AB = BC = CD = DA आत्ण AC = BD

आकृती 5.9

A

B

C

D
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   ्ावरून असषे त्दस्तषे की, चौकोनाच्ा चारही बाजूंची लांबी समान आहषे ्तसषेच दोनही कण्म AC व BD  
   ्ांची लांबी समान आहषे्त.
   \ (1,7), (4,2),  (-1,-1) आत्ण  (-4,4) ्ा त्शरोत्बंदूंनी ्त्ार झालषेला चौकोन चौरस आहषे.

उदा. (5)  Y- अक्ावरील अशा त्बंदूचषे त्नदचेशक शोधा, की जो M (-5,-2)आत्ण N(3,2) पासून समान  
   अं्तरावर आहषे. 
उकल ः समजा, Y- अक्ावरील त्बंदू P(0, y)हा त्बंदू M व N पासून समान अ्ंतरावर आहषे.
    \ PM = PN \ PM2 = PN2

          \   [0 -(-5)]2 + [y -(-2)]2 =  (0 - 3)2 + (y - 2)2

         \  25 + (y + 2)2 = 9 + y2 - 4y + 4
    \ 25 + y2 + 4y + 4 = 13 + y2 - 4y
    `           \ 8y = -16 \ y = -2
   \ M (-5, -2) आत्ण N (3, 2) ्ा त्बंदूंपासून समान अं्तरावर असणाऱ्ा Y- अक्ावरील त्बंदूचषे  
        त्नदचेशक (0, -2) आहषे्त. 

उदा. (6)  A(-3, -4), B(-5, 0), C(3, 0) हषे D ABC चषे त्शरोत्बंदू आहषे्त. D ABC च्ा पररकेंद्राचषे  
   त्नदचेशक शोधा.
उकल ः समजा, त्बंदू P(a, b) हा D ABC चषे पररकेंद्र आहषे. \ P हा त्बंदू  A, B, C पासून समदूर आहषे.
  \ PA2 = PB2 = PC2 .......... (I) \ PA2 = PB2

               (a + 3)2 + (b + 4)2 = (a + 5)2 + (b - 0)2

 \a2 + 6a + 9 + b2 + 8b + 16 = a2 + 10a + 25 +b2

                          \ -4a + 8b = 0
                              \  a - 2b = 0 .......... (II)
                                  ्तसषेच PA2 = PC2 .......... (I) वरून
          \ (a + 3)2 + (b + 4)2 = (a - 3)2 + (b - 0)2

 \a2 + 6a + 9 + b2 + 8b + 16 = a2 - 6a + 9 + b2

                           \ 12a + 8b = -16
                             \ 3a + 2b = -4 .......... (III)
  समीकरण (II) आत्ण (III) सोडवून a = -1, b = -

1

2

  \ पररकेंद्राचषे त्नदचेशक (-1, -
1

2
) आहषे्त.

P(a,b)

A(-3,-4)

B
(-5,0)

C(3,0)

आकृती 5.10
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उदा. (7)  त्बंदू (x, y) हा (7, 1) आत्ण (3, 5) ्ांच्ापासून समदूर असषेल ्तर  y = x-2 दाखवा.
उकल ः समजा, P (x, y) हा त्बंदू A(7, 1) आत्ण B(3, 5) ्ांच्ापासून समदूर आहषे.
                                           \ AP = BP
                                          \ AP2 = BP2

                  \ (x - 7)2 + (y - 1)2 = (x - 3)2 + (y - 5)2

    \ x2 - 14x +49 + y2 - 2y + 1 = x2 - 6x + 9 + y2 - 10y +25
                                 \- 8x + 8y = -16
                                        \ x - y = 2
                                              \ y = x - 2

उदा. (8)  त्बंदू A (2,-2) आत्ण त्बंदू B (-1, y) ्ां्तील अं्तर 5 आहषे, ्तर y ची त्कंम्त काढा. 
उकल ः       \ AB2 = [(-1) - 2]2 + [y - (-2)]2 .......... अ्ंतराच्ा सूरिावरून
        \   52 = (-3)2 + (y + 2)2

        \  25 = 9 + (y + 2)2

        \  16 = (y + 2)2

    \   y + 2 = ± 16

    \   y + 2 = ± 4
    \ y = 4 - 2 त्कंवा y = -4 - 2
    \ y = 2   त्कंवा  y = -6
    \ y  ची त्कंम्त 2 त्कंवा -6 आहषे. 

सरावसंच 5.1

1. खाली त्दलषेल्ा त्बंदूंच्ा प्रत्षेक जोडी्तील अं्तर काढा. 
 (1) A(2, 3), B(4, 1)          (2) P(-5, 7),  Q(-1, 3)  (3) R(0, -3),  S(0, 5

2
)

 (4) L(5, -8), M(-7, -3)     (5) T(-3, 6), R(9, -10) (6) W( -7

2
, 4),  X(11, 4)

2. खालील त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त की नाही्त हषे ठरवा.
 (1) A(1, -3), B(2, -5), C(-4, 7)  (2) L(-2, 3), M(1, -3), N(5, 4)
 (3) R(0, 3), D(2, 1), S(3, -1)  (4) P(-2, 3), Q(1, 2), R(4, 1)
3. X- अक्ावरील असा त्बंदू शोधा की जो त्बंदू A(-3, 4) आत्ण B(1, -4) ्ांच्ापासून समदूर आहषे.
4. P(-2, 2), Q(2, 2) आत्ण R(2, 7)  हषे काटकोन त्रिकोणाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त, हषे पड्ताळून पाहा. 
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आकृती 5.12

PA B6 10  आकृ्ती्त, AP = 6 आत्ण PB = 10.

 \ AP

PB
= =

6

10

3

5
                    

 हषेच वषेगळ्ा शबदां्त ‘त्बंदू P हा रषेख AB चषे 3ः5 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो’, असषे महण्ता्त. 
  जषेवहा एखाद्ा रषेषाखंडावरील त्बंदू त्ाच रषेषाखंडांचषे त्दलषेल्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो ्तषेवहा त्ा  
 त्वभाजन करणाऱ्ा त्बंदूचषे त्नदचेशक कसषे काढ्ता्त ्तषे पाहू. 

5. P(2, -2), Q(7, 3), R(11, -1) आत्ण S (6, -6) हषे  त्शरोत्बंदू असलषेला चौकोन समा्ंतरभुज आहषे हषे  
 दाखवा.
6. A(-4, -7), B(-1, 2), C(8, 5) आत्ण D(5, -4) हषे ABCD ्ा समभुज चौकोनाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त  
 हषे दाखवा.
7.  जर त्बंदू L(x, 7) आत्ण M(1, 15) ्ा्तील अ्ंतर 10 असषेल, ्तर x ची त्कंम्त काढा.
8.  A(1, 2), B(1, 6),  C(1 + 2 3 , 4) हषे समभुज त्रिकोणाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त हषे दाखवा. 

जरा आठवूया.

 तीन समांतर रेषांचया आंतरछेदांचा गुणधम्म ः
 आकृ्ती्त रषेषा l || रषेषा m || रषेषा n, 
 रषेषा p व q ्ा छषेत्दका आहषे्त.

 \ AB

BC
=

DE

EF

जाणून घेऊया.

रेषाखंडांचे शवभाजन (Division of a line segment)

आकृती 5.11

m
n

p q

lA
B

C

D
E
F
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जाणून घेऊया.

शवभाजनाचे सरूि (Section formula)

 आकृ्ती 5.13 मध ष्े, XY प्र्तला्तील रषेख AB वरील त्बंदू P, रषेख AB चषे m ः n ्ा गुणोत्तरा्त  
 त्वभाजन कर्तो.

 \ ्तीन समां्तर रषेषांच्ा आं्तरछषेदांच्ा गुणधमा्मनषे,  AP
PB

 = CQ
QD

 = m
n

     आ्ता, CQ = x - x1 आत्ण QD = x2 - x .......... (I) वरून

        \ 
x x

x x

m

n

−
−

=1

2
 

\ n(x - x1) = m (x2 - x)
\ nx - nx1 = mx2 - mx

\ mx + nx = mx2 + nx1

\ x(m + n) = mx2 + nx1

\ x = 
mx nx

m n
2 1+

+
  ्ाचप्रमाणषे त्बंदू A, P आत्ण B मधून Y- अक्ावर लंब काढून वरील प्रमाणषेच कृ्ती करून आपल्ाला  

  y
my ny

m n
=

+
+

2 1  त्मळषेल. 

  \ त्बंदू A(x1, y1) आत्ण B(x2, y2) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेख AB चषे m ः n ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन

    करणाऱ्ा त्बंदूचषे त्नदचेशक 
mx nx

m n

my ny

m n
2 1 2 1+
+

+
+







,  अस्ता्त. 

आकृती 5.13

XX`

Y

Y`

A (x1
, y1

) P (x, y) B(x2, y2)

D(x2, 0)Q(x, 0)C(x1, 0)O

 A(x1, y1), B(x2, y2) आत्ण P(x, y) मानू.
 रषेख AC, रषेख PQ आत्ण रषेख BD हषे  
 X-अक्ावर लंब रषेषाखंड काढलषे.
 \ C(x1, 0); Q (x, 0) 
 आत्ण D (x2, 0).
 \    CQ = x - x1

 आत्ण QD = x2 - x

 ्तसषेच रषेख AC || रषेख PQ || रषेख BD.

.......... (I)}
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             x = mx nx

m n
2 1+

+
 

             = mx mx

m m
2 1+

+
       m = n

    = m x x

m
1 2

2

+( )

           = x x1 2

2

+

   y = my ny

m n
2 1+

+

     = my my

m m
2 1+

+
     m = n

     = m y y

m
1 2

2

+( )

    = y y1 2

2

+

  \ P ्ा मध्त्बंदूचषे  त्नदचेशक x x y y1 2 1 2

2 2

+ +





,  हषे आहषे्त. ्ालाच मधयशबंदूचे सूरि असषे महण्ता्त.

   आपण मागील इ्त्तषे्त दोन पररमषे् संख्ा a आत्ण b संख्ारषेषषेवर दाखवून, त्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचा 

   a + b
2

 हा मध्त्बंदू अस्तो हषे दाखवलषे हो्तषे. ्तो त्नषकष्म महणजषे आ्ता त्मळालषेल्ा सरूिाचा त्वत्शष्ट

   प्रकार आहषे. हषे लक्ा्त घ्ा.

��� सोडवलेली उदाहरणे ��� 
उदा.(1)  जर A(3,5)  आत्ण B(7,9) असून त्बंदू Q रषेख AB चषे 2ः3 ् ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्त असषेल, ्तर Q त्बंदूचषे  
   त्नदचेशक काढा. 
उकल  ः  त्दलषेल्ा उदाहरणा्त (x1, y1) = (3, 5) 
   आत्ण (x2, y2) = (7, 9) मानू.
     ्तसषेच, m ः n = 2ः3
   रषेषाखंडाच्ा त्वभाजनाच्ा सूरिानुसार,

   x = 
mx nx

m n
2 1+

+
 =  2 7 3 3

2 3

23

5

× + ×
+

=   y
my ny

m n
=

+
+

2 1  = 2 9 3 5

2 3

33

5

× + ×
+

=

   \ त्बंदू Q चषे त्नदचेशक 23

5

33

5
,








आकृती 5.14

A (x1, y1) P (x, y)

रेषाखंडाचया मधयशबंदूचे सूरि (Mid-point formula)

  A(x1, y1) आत्ण B(x2, y2) हषे दोन त्बंदू असून त्बंदू P(x, y) हा रषेख AB चा मध्त्बंदू असषेल, ्तर  

  m = n आ्ता त्वभाजन सूरिानुसार, 
  x व y च्ा त्कम्ती त्लहू.

B (x2, y2)
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समजा, A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) हषे 
D ABC चषे त्शरोत्बंदू असून रषेख AD ही D ABC 
ची मध्गा आहषे. त्बंदू G(x, y) हा त्ा त्रिकोणाचा 
मध्गासंपा्तत्बंदू आहषे. 
त्बंदू D हा रषेख BC चा मध्त्बंदू आहषे.  

उदा.(2)  A(-4,2)  B(6,2) ्ा रषेषाखंडांचा त्बंदू P हा मध्त्बंदू आहषे. ्तर P त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.
उकल ः  

आकृती 5.16

2

1

A(x1, y1)

C(x3, y3)

G(x, y)

B(x2, y2) D

आकृती 5.15

A (-4,2) B (6,2)P (x, y)

    (-4, 2) = (x1, y1) ; (6, 2) = (x2, y2) आत्ण त्बंदू P चषे त्नदचेशक (x, y) मानू. 

\ मध्त्बंदूच्ा सरूिानुसार,

  x = x x1 2

2

+  = − +4 6

2
 = 2

2
 = 1

y = y y1 2

2

+  = 2 2

2

+  = 4

2
 = 2

\ मध्त्बंदू P चषे त्नदचेशक (1,2) ्षे्तील. 

जरा आठवूया.

आपल्ाला माही्त आहषे की, त्रिकोणाच्ा मध्गा एकसंपा्ती अस्ता्त.
संपा्तत्बंदू (centroid) मध्गषेचषे 2ः1 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो. 

जाणून घेऊया.

मधयगासंपातशबंदूचे सूरि (Centroid formula)

त्रिकोणाच्ा त््तनही त्शरोत्बंदूंचषे त्नदचेशक त्दलषे अस्ता त्वभाजन सूरिाचा वापर करून मध्गासंपा्तत्बंदूचषे त्नदचेशक 
कसषे काढ्ता ्षे्ता्त ्तषे आपण पाहू. 
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\  त्बंदू D चषे त्नदचेशक x = x x2 3

2

+ , y = y y2 3

2

+  .......... रषेषाखंडाच्ा मध्त्बंदूच्ा सूरिानुसार

 त्बंदू G(x, y) हा D ABC चा मध्गासंपा्तत्बंदू आहषे. \ AG ः GD = 2 ः 1
\ रषेषाखंडाच्ा  त्वभाजनसूरिानुसार,

 x = 
2

2
1

2 1

2 3
1

x x
x

+





 + ×

+  = x x x2 3 1

3

+ +  = x x x1 2 3

3

+ +

 y = 
2

2
1

2 1

2 3
1

y y
y

+





 + ×

+
 = y y y2 3 1

3

+ +  = y y y1 2 3

3

+ +

 महणजषेच, त्शरोत्बंदू (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) असलषेल्ा त्रिकोणाच्ा मध्गासंपा्तत्बंदूचषे त्नदचेशक

 
x x x y y y1 2 3 1 2 3

3 3

+ + + +





,  अस्ता्त. 

 ्ालाच मधयगासंपातशबंदूचे सूरि महण्ता्त.

हे लक्ात ठेवूया.

• त्वभाजनाचषे सूरि 

   (x1, y1) आत्ण (x2, y2) ्ा दोन त्भन्न त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचषे m ः n ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन

 करणाऱ्ा त्बंदूचषे त्नदचेशक mx nx

m n

my ny

m n
2 1 2 1+
+

+
+







,  अस्ता्त. 

• मध्त्बंदूचषे सरूि 
   (x1, y1) आत्ण (x2, y2) ्ा दोन त्भन्न त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाच्ा मध्त्बंदूचषे त्नदचेशक 

 x x y y1 2 1 2

2 2

+ +





,  अस्ता्त.

• मध्गासंपा्तत्बंदूचषे सूरि 
 (x1, y1), (x2, y2) आत्ण (x3, y3) हषे त्रिकोणाच्ा त्शरोत्बंदूचषे त्नदचेशक अस्तील ्तर मध्गासंपा्तत्बंदूचषे

 त्नदचेशक x x x y y y1 2 3 1 2 3

3 3

+ + + +





,  अस्ता्त. 
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  A(-7,4) आत्ण B(-6,-5) असून  त्बंदू T हा रषेख AB चषे 7ः2 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो, 
    ्तर T त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.
उकल ः समजा, T चषे त्नदचेशक (x, y) आहषे्त.
   \ रषेषाखंडाच्ा  त्वभाजनाच्ा सूरिानुसार,

   x = mx nx

m n
2 1+

+
 = 7 6 2 7

7 2

× −( ) + × −( )
+

 
   
    = - -42 14

9
 = -56

9
  
   y = my ny

m n
2 1+

+
 = 7 5 2 4

7 2

× −( ) + ×( )
+

 
    
    = − +35 8

9
 = -27

9
 = -3

   \ T त्बंदूचषे त्नदचेशक −
−








56

9
3,  ्षे्तील. 

उदा. (2)  त्बंदू P(-4, 6) हा A(-6, 10) आत्ण B(r, s) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाला 2ः1 ्ा गुणोत्तरा्त  
   त्वभाग्तो, ्तर त्बंदू B चषे त्नदचेशक काढा. 
उकल  ः रषेषाखंड त्वभाजनाच्ा सूरिानुसार

          -4 = 
2 ´ r + 1 ´ (-6)

2 + 1

   \   -4 = 
2r - 6

3
   \ -12 = 2r - 6
   \       2r = -6
   \         r = -3

        6 = 
2 ´ s + 1 ´ 10

2 + 1

\   6 = 
2s + 10

3
\ 18 = 2s + 10
\ 2s = 8
\   s = 4

\ त्बंदू B चषे त्नदचेशक (-3, 4) आहषे्त.

उदा. (3)  A(15,5), B(9,20) आत्ण P(11,15) असून A-P-B. ्तर त्बंदू P हा  रषेख AB चषे कोणत्ा   
   गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो, ्तषे काढा.
उकल  ः त्बंदू P(11,15) रषेख AB चषे m ः n ्ा  गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो, असषे मानू. 
   \ त्वभाजनाच्ा सूरिानुसार,

आकृती 5.17

(-7, 4)

7

2

(x, y)
(-6, -5)T
B

A
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   x = mx nx

m n
2 1+

+

   \ 11 = 9 15m n

m n

+
+

   \ 11m + 11n = 9m + 15n

   \ 2m = 4n

   \ m
n

 = 4

2
 = 2

1

   \ त्वभाजन  गुणोत्तर 2 ः 1 आहषे. 

उदा. (4)  त्बंदू A (2,-2) आत्ण  B(-7,4) ्ांना जोडणाऱ्ा   रषेषाखंडाचषे त्रिभाजन करणाऱ्ा त्बंदूंचषे त्नदचेशक  
   काढा. 
   (रषेषाखंडावरील जषे दोन त्बंदू त्ा रषेषाखंडाचषे ्तीन समान भाग कर्ता्त, त्ा त्बंदूंना त्ा रषेषाखंडाचषे त्रिभाजक  
   त्बंदू महण्ता्त.)
उकल ः समजा, त्बंदू P आत्ण Q हषे त्बंदू A आत्ण त्बंदू B ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचषे त्रिभाजक त्बंदू  
   आहषे्त. महणजषेच त्बंदू P आत्ण Q मुळषे रषेख AB चषे ्तीन समान भाग हो्ता्त.
   AP = PQ = QB .......... (I)

   AP

PB
 = AP

PQ + QB
 = AP

AP + AP
 = AP

2AP
 = 1

2
 .......... (I) वरून

   त्बंदू P रषेख AB चषे 1ः2 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो.

्ाप्रमाणषे y - त्नदचेशकांच्ा त्कम्ती 
घालून ्षेणारषे गुणोत्तर त्क्ती ्षे्तषे ्तषे 
काढा. ्तुमचा त्नषकष्म त्लहा.

   P चा x त्नदचेशक = 1 7 2 2

1 2

× −( ) + ×
+

 = − +7 4

3
 = -3

3
 = -1

   P चा  y त्नदचेशक = 1 4 2 2

1 2

× + × −( )
+

 = 4 4

3

-  = 0

3
 = 0

   ्तसषेच Q त्बंदू रषेख AB चषे 2ः1 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो. महणजषे 
AQ
QB

 = 2

1

   Q चा x त्नदचेशक = 2 7 1 2

2 1

× −( ) + ×
+

 = − +14 2

3
 = -12

3
 = -4

   Q चा y त्नदचेशक = 2 4 1 2

2 1

× + ×−
+

 = 8 2

3

-  = 6

3
 = 2

   \ रषेषाखंडाच्ा त्रिभाजक त्बंदूंचषे त्नदचेशक (-1, 0), (-4, 2) आहषे्त.

आकृती 5.18

A P Q B
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अशधक माशहतीसाठी ः
A आत्ण B ्ा त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचषे बाह्यत्वभाजन कसषे कर्ता्त पाहा. 
A(-4, 6), B(5, 10) असषे त्बंदू अस्तील ्तर AB रषेषाखंडाचषे 3ः1 ्ा गुणोत्तरामध ष्े बाह्यत्वभाजन  

 करणाऱ्ा त्बंदू P चषे त्नदचेशक कसषे काढ्ता ्षे्ता्त ्तषे पाहा. 
AP
PB

 = 3

1
 महणजषे AP, PB पषेक्ा मोठी असून A-B-P आहषे.

AP
PB

 = 3

1
 महणजषेच AP = 3k, BP = k, ्तर AB = 2k

   \ AB
BP

 = 2

1

आ्ता त्बंदू B हा रषेषाखंड AP चषे 2 ः 1 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो.
 A व B चषे त्नदचेशक त्दलषे अस्ता P चषे त्नदचेशक काढा्ला आपण त्शकलो आहो्त.

सरावसंच 5.2

1. जर P त्बंदू हा A(-1,7) आत्ण  B(4,-3) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचषे  2 ः 3 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्त  
 असषेल ्तर P त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.
2.  खालील प्रत ष्ेक उदाहरणा्त रषेख PQ चषे  a ः b ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन करणाऱ्ा  A ्ा  त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.
 (1) P(-3, 7), Q(1, -4), a ः b = 2 ः 1 
 (2) P(-2, -5), Q(4, 3), a ः b = 3 ः 4 
 (3) P(2, 6), Q(-4, 1), a ः b = 1 ः 2
3. P-T-Q असून, त्बंदू T(-1, 6) हा त्बंदू P(-3, 10) आत्ण  त्बंदू Q(6, -8) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाला  
 कोणत्ा गुणोत्तरा्त त्वभाग्तो?
4.  रषेख AB हा व्तु्मळाचा व्ास असून त्बंदू P हषे केंद्र आहषे. A(2, -3)आत्ण P (-2, 0) असल्ास B त्बंदूचषे  
 त्नदचेशक काढा. 
5. त्बंदू A(8, 9) आत्ण  B(1, 2) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेख AB चषे  P(k, 7) हा त्बंदू  कोणत्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन  
 कर्तो ्तषे काढा आत्ण k ची त्कंम्त काढा.
6. (22, 20) आत्ण  (0, 16) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाच्ा मध्त्बंदूचषे  त्नदचेशक काढा.
7. खाली त्रिकोणांचषे त्शरोत्बंदू त्दलषेलषे आहषे्त. प्रत्षेक त्रिकोणाच्ा मध्गासंपा्तत्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.           
 (1)(-7, 6), (2, -2), (8, 5) 
 (2) (3, -5), (4, 3), (11, -4) 
 (3) (4, 7), (8, 4), (7, 11)

आकृती 5.19(-4, 6)

(5, 10)
B

P

A
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अापण सपाट जत्मनीवर चाल्तो, ्तषेवहा  
 श्रम करावषे लाग्त नाही्त. चढावर चढ्ताना थोडषे  
 श्रम करावषे लाग्ता्त, माणसाला दम लागू शक्तो.  
 चढाच्ा रसत्ावरून जा्ताना गुरूतवाकष्मण  
 बलाच्ा त्वरुद् ध काम करावषे लाग्तषे, हषे आपण  
 त्वजाना्त पात्हलषे आहषे.

प्र्तली् त्नदचेशक भूत्म्ती्त रषेषषेचा चढ ही एक  
 महत्वाची संकलपना आहषे. खाली त्दलषेल्ा  
 कृ्ती्तून ही संकलपना समजून घषेऊ.

 
कृती I ः  
   सोब्तच्ा आकृ्ती्त A(-2, -5),  
   B(0,-2),  C(2,1),  D(4,4),  E(6,7) 
   हषे रषेषा l चषे त्बंदू आहषे्त. ्ा त्नदचेशकांचा  
   वापर करून ्त्ार केलषेल्ा पुढील  
   सारणीचषे त्नरीक्ण करा.  

8.  D ABC चा G हा मध्गासंपा्त आहषे. A, B व G ्ांचषे त्नदचेशक अनुक्रमषे (-14, -19), (3, 5) आत्ण  
 (-4, -7) आहषे्त. ्तर C त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा. 
9. मध्गासंपा्त G (1, 5) असलषेल्ा त्रिकोणाचषे A (h, -6), B (2, 3) आत्ण C (-6, k) त्शरोत्बंदू  
 आहषे्त, ्तर h आत्ण  k ची त्कंम्त काढा.
10. त्बंदू A (2, 7) आत्ण  B(-4, -8) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेख  AB चषे  त्रिभाजन करणाऱ्ा त्बंदूंचषे त्नदचेशक काढा.
11. A (-14, -10), B(6, -2)  असलषेल्ा रषेख  AB चषे चार एकरूप  रषेषाखंडां्त  त्वभाजन करणाऱ्ा त्बंदूंचषे  
 त्नदचेशक काढा.
12. A (20, 10), B(0, 20)  असलषेल्ा रषेख  AB चषे पाच  एकरूप  रषेषाखंडां्त  त्वभाजन करणाऱ्ा त्बंदूंचषे  
 त्नदचेशक काढा.

जाणून घेऊया.

रेषेचा चढ (Slope of a line)

A
B

C

D

E
l

X

Y

X¢

Y¢

4

41

3
(4, 4)

(6, 7)

(-2, -5)

-3 2

7

2
(2, 1)

-2 3

6

1

(0, -2)

-1

5

0

आकृती 5.20
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अ. 
क्र.

पत्हला 
त्बंदू

दुसरा 
त्बंदू

पत्हल्ा त्बंदूचषे 
त्नदचेशक 

(x1, y1)

दुसऱ्ा त्बंदूचषे 
त्नदचेशक 

(x2, y2)

y y

x x
2 1

2 1

-
-

1 C E (2, 1) (6, 7)
7 1

6 2

-
-

 = 6

4
 = 3

2
 

2 A D (-2, -5) (4, 4)
4 5

4 2

− −( )
− −( )

 = 9

6
 = 3

2

3 D A (4, 4) (-2, -5)
- -
- -

5 4

2 4
 = -

-
9

6
 = 3

2

4 B C -- -- --

5 C A -- -- --

6 A C -- -- --

 सारणी्तील उरलषेल्ा चौकटी भरून सारणी पूण्म करा. ्ाप्रमाणषे रषेषा l वरील त्बंदूंच्ा आणखी काही जोड्ा 

घ्ा आत्ण प्रत्षेक जोडीसाठी y y

x x
2 1

2 1

-
-

 हषे गुणोत्तर काढा. 

्ा कृ्ती्तून लक्ा्त ्षे्तषे की, l रषेषषेच्ा (x1, y1) आत्ण (x2, y2) ्ा कोणत्ाही दोन त्बंदूंसाठी y y

x x
2 1

2 1

-
-

 हषे 
गुणोत्तर खसथर आहषे. 

रषेषा l चषे (x1, y1) आत्ण (x2, y2) हषे कोण्तषेही दोन त्बंदू अस्तील, ्तर y y

x x
2 1

2 1

-
-

 ह्या खसथर गुणोत्तराला  
रषेषा l चा चढ महण्ता्त. 

रषेषषेचा चढ सामान्पणषे m ्ा अक्रानषे दाखव्ता्त.

    \  m = 
y y

x x
2 1

2 1

-
-
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 (5)  X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी त्वशालकोन करणाऱ्ा n ्ा रषेषषेचा चढ ऋण अाहषे.

X-अक्, Y-अक् आशण अक्ांना समांतर रेषांचे चढ.
 आकृ्ती 5.22 मध्षे, (x1, 0) आत्ण (x2, 0) 
 हषे X- अक्ाचषे दोन त्बंदू आहषे्त.

 X- अक्ाचा चढ = 0 - 0
x2- x1

 = 0

 ्तसषेच, (0, y1) आत्ण (0, y2) हषे Y- अक्ाचषे 
 दोन त्बंदू आहषे्त.

 Y- अक्ाचा चढ = 
y2- y1

0 - 0  = 
y2- y1

0 , 

 परं्तु 0 नषे भाग्ता ्षे्त नसल्ानषे Y- अक्ाचा चढ ठरत्व्ता ्षे्त नाही.
 ्ाप्रमाणषेच रषेषा m सारख्ा X- अक्ाला समां्तर असलषेल्ा 
 कोणत्ाही रषेषषेचा चढ काढून पाहा. ्तो शून् ् षेईल. ्तसषेच, रषेषा l सारख्ा Y- अक्ाला समां्तर असलषेल्ा रषेषषेचा  
 चढ ठरत्व्ता ्षे्त नाही, असषे त्दसषेल.

 रेषेचा चढ – शरिकोणशमतीतील गुणोततर वापरून 

आकृ्ती 5.23 मध्षे, P(x1, y1) आत्ण Q (x2, y2) हषे रषेषा l वरील दोन त्बंदू आहषे्त. 

 रषेषा l ही X अक्ाला T त्बंदू्त छषेद्तषे.

 रषेख QS ^ X- अक्, रषेख PR ^ रषेख QS \ रषेख PR || रषेख TS .......... संग्त कोन कसोटी

 \ QR = y2 - y1 आत्ण PR = x2 - x1

कृती II ः आकृ्ती्त रषेषा l, t आत्ण n व त्ांवरील  
   काही त्बंदू त्दलषे आहषे्त. त्ावरून त्ा रषेषांचषे 
   चढ काढा.
   ्ुतमच्ा लक्ा्त ्षेईल की,
 (1)  रषेषा l आत्ण रषेषा t ्ांचषे चढ धन आहषे्त.
 (2)  रषेषा n चा चढ ऋण आहषे.
 (3)  रषेषा t चा चढ, रषेषा l च्ा चढापषेक्ा जास्त  
   आहषे.
 (4)  X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी लघुकोन  
   करणाऱ्ा l व t ्ा रषेषांचषे चढ धन अाहषे्त.

आकृती 5.21

t

n

l

A(4,0)
B(6,1)

C(3,4)

D(-1,0)
0 X

Y

आकृती 5.22

(x2, 0)(x1, 0)

(0, y1)

(0, y2)

l

m

X

Y

0
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दोन रषेषांचा चढ समान अस्तो ्तषेवहा त्ा रषेषा X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी समान मापाचषे कोन कर्ता्त.
\ त्ा दोन रषेषा समांं्तर अस्ता्त.

समांतर रेषांचा चढ (Slope of parallel lines)
कृती ः  

आकृ्ती 5.24 मध ष्े रषेषा l आत्ण रषेषा t ्ा दोनही रषेषांनी X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी केलषेला कोन q आहषे.

\  QR

PR
 = tanq .......... (II)

\  (I) व (II) वरून, y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = tanq

\  m = tanq

आ्ता रषेख PR || रषेख TS, छषेत्दका रषेषा l
\  ÐQPR = ÐQTS .......... संग्तकोन

्ावरून, रषेषषेनषे X-अक्ाच्ा धन त्दशषेशी केलषेल्ा 
कोनाचषे टॅन गुणोत्तर महणजषे त्ा रषेषषेचा चढ हो्, अशीही 
चढाची व्ाख्ा कर्ता ्षे्तषे. 

\ रषेषा l || रषेषा t .......... संग्त कोन कसोटी
रषेषा l वरील त्बंदू A(-3, 0) आत्ण त्बंदू B(0, 3)  

 त्वचारा्त घ्ा. रषेषा AB चा चढ काढा.
रषेषा AB चा चढ = 

y y

x x
2 1

2 1

-
-  

              
              = 

 - 

 - 
 =  

   
             = 

्ाचप्रमाणषे रषेषा t वरील सोत््सकर त्बंदू घषेऊन त््तचा 
चढ काढा. 

्ावरून समां्तर रषेषांचषे चढ समान अस्ता्त ्ाचा 
पड्ताळा ्तुमही घषेऊ शकाल.

\  QR

PR
 = 
y y

x x
2 1

2 1

-
-  .......... (I)

 रषेषा TQ ही X- अक्ाशी q कोन कर्तषे.

आकृती 5.24

A XX`

B

Y

Y`

t

l

(0,3)

(-3,0)
qq

0

आकृती 5.23

X

Y

q

qT

R

S

Q(x 2
, y 2

)

(x2- x1)
P(x 1

, y 1
)

(y2- y1)

l

O
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्ा त्ठकाणी q = 45° आहषे.
चढ, m = tanq हषे वापरूनही दोनही समां्तर रषेषांचषे चढ समान ्षे्ता्त हषे पड्ताळून पाहा.
्ाप्रमाणषे q = 30°, q = 60° घषेऊन समां्तर रषेषांचषे चढ समान अस्ता्त ्ाचा पड्ताळा घ्ा.

हे लक्ात ठेवूया.

X- अक्ाचा त्कंवा X- अक्ाला समां्तर रषेषषेचा चढ शून् अस्तो.
Y- अक्ाचा त्कंवा Y- अक्ाला समां्तर रषेषषेचा चढ ठरत्व्ता ्षे्त नाही.

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
उदा. (1)  A (-3, 5), आत्ण B (4, -1) ्ा त्बंदू्ंतून जाणाऱ्ा रषेषषेचा चढ काढा. 
उकल ः समजा, x1 = -3,  x2 = 4,  y1 = 5,  y2 = -1

   \ रषेषा AB चा चढ = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = 
− −
− −( )
1 5

4 3
 = -6

7

उदा. (2)  P(-2, 3), Q(1, 2), R(4, 1) हषे त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त हषे दाखवा.
उकल ः P(-2, 3), Q(1, 2) आत्ण R(4, 1) हषे त्दलषेलषे त्बंदू आहषे्त.

   रषेषा PQ चा चढ = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = 
2 3

1 2

−
− −( )  = -

1

3
              
   रषेषा QR चा चढ = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = 1 2

4 1

-
-

 = -
1

3

   रषेषा PQ आत्ण रषेषा QR चा चढ समान आहषे.  
   पण त्बंदू Q दोनही रषेषांवर आहषे. 
   \ त्बंदू  P, Q, R हषे एकरषेषी् आहषे्त.

उदा. (3)  जर P(k, 0) आत्ण Q(-3, -2),हषे दोन त्बंदू जोडणाऱ्ा रषेषषेचा चढ 2

7
 असषेल, ्तर k ची त्कंम्त  

   काढा. 
उकल ः P(k, 0) आत्ण Q(-3, -2)
   रषेषा PQ चा चढ = - -

- -
2 0

3 k
 = -

- -
2

3 k

   रषेषा PQ चा चढ 2

7
 त्दला आहषे. 

   \ -
- -

2

3 k
 = 2

7
  \ k = 4
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उदा. (4)  A (6, 1), B (8, 2), C (9, 4) आत्ण D (7, 3) हषे c ABCD चषे त्शरोत्बंदू अस्तील ्तर  
   c ABCD समां्तरभुज चौकोन आहषे हषे दाखवा. 

उकल ः ्तुमहास माही्त आहषे की, रषेषषेचा चढ = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 

   रषेषा AB चा चढ = 2 1

8 6

-
-

 = 1

2
  .......... (I)

   रषेषा BC चा चढ = 4 2

9 8

-
-

 = 2   .......... (II)

   रषेषा CD चा चढ = 3 4

7 9

-
-

 = 1

2
  .......... (III)

   रषेषा DA चा चढ = 3 1

7 6

-
-

 = 2   .......... (IV)

   रषेषा AB चा चढ = रषेषा CD चा चढ .......... (I) व (III) वरून
   \ रषेषा AB || रषेषा CD
   रषेषा BC चा चढ = रषेषा DA चा चढ .......... (II) व (IV) वरून
   \ रषेषा BC || रषेषा DA
   महणजषेच चौकोनाच्ा संमुख भुजांच्ा दोनही जोड्ा परसपरांना समा्ंतर आहषे्त.
   \ c ABCD समां्तरभुज चौकोन आहषे.

सरावसंच 5.3

1. रषेषांनी X-अक्ाच्ा धन त्दशषेशी केलषेलषे कोन त्दलषे आहषे्त, त्ावरून त्ा रषेषांचषे चढ काढा. 
 (1) 45°  (2) 60°  (3) 90°  
2. खाली त्दलषेल्ा त्बंदूं्तून जाणाऱ्ा रषेषांचषे चढ काढा. 
 (1) A (2, 3) आत्ण B (4, 7)  (2) P (-3, 1) आत्ण Q (5, -2) 
 (3) C (5, -2) आत्ण D (7, 3)  (4) L (-2, -3) आत्ण M (-6, -8) 
 (5) E(-4, -2) आत्ण F (6, 3)  (6) T (0, -3)  आत्ण S (0, 4)
3. खालील त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त की नाही्त, हषे ठरवा. 
 (1) A(-1, -1),    B(0, 1),    C(1, 3) (2) D(-2, -3),    E(1, 0),    F(2, 1)
 (3) L(2, 5),       M(3, 3),      N(5, 1) (4) P(2, -5),    Q(1, -3),    R(-2, 3)
 (5) R(1, -4),    S(-2, 2),     T(-3, 4) (6) A(-4, 4),    K(-2, 5

2
),    N(4, -2)

4. A (1, -1),B (0, 4),C (-5, 3) हषे त्रिकोणाचषे त्शरोत्बंदू अाहषे्त, ्तर प्रत्षेक बाजूचा चढ काढा.  
5. A (-4, -7),B (-1, 2), C (8, 5) आत्ण D (5, -4) हषे ABCD ्ा समा्ंतरभुज चौकोनाचषे त्शरोत्बंदू  
 आहषे्त, हषे दाखवा.
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6. R(1, -1) आत्ण S (-2, k) असून RS ्ा  रषेषषेचा चढ -2  असषेल ्तर k ची त्कंम्त काढा. 
7. B(k, -5) आत्ण C (1, 2) ्ा  रषेषषेचा चढ 7  असषेल ्तर k ची त्कंम्त काढा.
8. P(2, 4), Q (3, 6), R(3, 1) आत्ण S(5, k) असून रषेषा PQ ही  रषेषा RS ला समा्ंतर आहषे, ्तर k ची  
 त्कंम्त काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 5

1. ्ोग् प्ा्म् त्नवडून ररकाम्ा जागा भरा.  

 (1) रषेख AB, हा Y-अक्ाला समां्तर असून  A त्बंदूचषे त्नदचेशक (1,3) आहषे्त ्तर,  B त्बंदूचषे त्नदचेशक  ..........  
  असू शक्तील.
  (A)(3,1)      (B)(5,3)       (C)(3,0)       (D)(1,-3)

 (2) खालीलपैकी  ........ हा त्बंदू X- अक्ावर आरंभत्बंदूच्ा उजवीकडषे आहषे. 
  (A)(-2,0) (B)(0,2) (C)(2,3) (D)(2,0)

 (3) (-3,4) ्ा त्बंदूचषे आरंभत्बंदूपासून अं्तर  ...... आहषे.
  (A)7 (B) 1 (C) 5 (D)-5

 (4) एका रषेषषेनषे X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी 30° चा कोन केला आहषे, महणून त्ा रषेषषेचा चढ .......... आहषे. 

  (A) 
1

2
 (B) 3

2
 (C) 1

3
 (D) 3   

2. खालील त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त की नाही्त, ्तषे ठरवा 
 (1) A (0,2) , B (1,-0.5), C (2,-3)   
 (2) P (1, 2) , Q (2, 8

5
) , R (3, 6

5
)

 (3) L (1,2) , M (5,3) , N (8,6)

3. P (0,6) आत्ण Q (12,20) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाच्ा मध्त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा. 

4. A (3,8) आत्ण  B (-9,3) ्ा त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाला Y- अक् कोणत्ा गुणोत्तरा्त त्वभात्ज्त  
 कर्तो?

5. X-अक्ावरील असा त्बंदू शोधा की जो P(2,-5) आत्ण Q(-2,9) पासून समदूर असषेल.

6. खालील त्बंदूं्तील अं्तरषे काढा. 
 (1) A (a, 0), B (0, a) (2) P (-6, -3), Q (-1, 9) (3) R (-3a, a), S (a, -2a)

7. एका त्रिकोणाचषे त्शरोत्बंदू A (-3,1), B (0,-2) आत्ण C (1,3) आहषे्त, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा पररकेंद्राचषे  
 त्नदचेशक काढा.
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8. खालील त्बंदूंना जोडणारषे रषेषाखंड त्रिकोण ्त्ार करू शक्तील का? त्रिकोण ्त्ार झाल्ास त्ाचा बाजूंवरून
होणारा प्रकार सांगा.
(1) L (6,4) , M (-5,-3) , N (-6,8)
(2) P (-2,-6) , Q (-4,-2), R (-5,0)
(3) A ( 2 , 2 ), B ( - 2 , - 2 ), C ( - 6 , 6 )

9. जर P (-12,-3) आत्ण Q (4, k) ्ा त्बंदू्ंतून जाणाऱ्ा रषेषषेचा चढ 1

2
 असषेल, ्तर k ची त्कंम्त काढा.

10. A(4, 8) आत्ण B(5, 5) ्ा त्बंदूंना जोडणारी रषेषा, C(2,4) आत्ण D(1,7) ्ा त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषषेला
समा्ंतर आहषे हषे दाखवा.

11. P(1,-2), Q(5,2), R(3,-1), S(-1,-5) हषे समां्तरभुज चौकोनाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त, हषे दाखवा.

12. जर P(2,1), Q(-1,3), R(-5,-3) आत्ण S(-2,-5) ्तर c PQRS हा आ््त आहषे हषे दाखवा.

13. A (-1, 1), B (5, -3) आत्ण C (3, 5) हषे त्शरोत्बंदू असलषेल्ा त्रिकोणाच्ा मध्गांच्ा लांबी काढा.

14«. जर D (-7, 6), E (8, 5)आत्ण F (2, -2) हषे त्रिकोणाच्ा बाजूंचषे  मध्त्बंदू अस्तील, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा
मध्गा संपा्तत्बंदूचषे त्नदचेशक काढा. 

15. A(4, -1), B(6, 0), C(7, -2) आत्ण D(5, -3) हषे चौरसाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त हषे दाखवा

16. A(7, 1), B(3, 5) आत्ण C(2, 0) त्शरोत्बंदू असलषेल्ा त्रिकोणाच्ा पररव्तु्मळाच्ा केंद्राचषे त्नदचेशक आत्ण
पररव्तु्मळाची त्रिज्ा काढा.

17. जर A(4,-3) आत्ण B(8,5), ्तर रषेख AB चषे 3ः1 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन करणाऱ्ा त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.

18«. A(-4, -2), B(-3, -7) C(3, -2) आत्ण D(2, 3) हषे त्बंदू क्रमानषे जोडलषे ्तर ्त्ार होणाऱ्ा ABCD ् ा
चौकोनाचा प्रकार त्लहा.

19«. रषेख AB  वरील त्बंदू P, Q, R व S ्ांच्ामुळषे त्ा रषेषाखंडाचषे पाच एकरूप भाग हो्ता्त. 
जर A-P-Q – R-S-B आत्ण Q(12, 14), S(4, 18) ; ्तर A, P, R आत्ण B चषे त्नदचेशक काढा.

20. P (6,-6), Q (3,-7) आत्ण R (3,3) ्ां्तून जाणाऱ्ा व्तु्मळाच्ा केंद्राचषे त्नदचेशक काढा.

21«. समा्ंतरभुज चौकोनाच्ा ्तीन त्शरोत्बंदूंचषे त्नदचेशक A (5,6), B (1,-2) आत्ण C (3,-2) अस्तील ्तर चौथ्ा  
 त्बंदूच्ा त्नदचेशकांच्ा शक् त्ा सव्म जोड्ा काढा. 

22. A (1,7), B (6,3) C (0,-3) आत्ण  D (-3,3) हषे त्शरोत्बंदू असलषेला एक

चौकोन आहषे. त्ा चौकोनाच्ा प्रत्षेक कणा्मचा चढ काढा.

rrr
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जरा आठिू्या.

1. सोितच्ा आिृतीिरून ररिाम्ा जागा भरा.

• करििोणकमती् गुणोततरये • करििोणकमती् कनत्समानता

• उन्नतिोन ि अिनत िोन • उंची ि अंतरये ्ांिरील उदाहरणये

sin q =  , cos q =   ,

2. पुढील गुणोततरांमधील संिंध पणूभा िरा.

(i) 
sin

cos

q
q

 = (ii) sin q =  cos (90 - ) 

(iii) cos q = sin (90 - ) (iv) tan q tan (90 - q) =

3. पुढील समीिरण पूणभा िरा.
sin2 q +  cos2 q =

4. पुढील करििोणकमती् गुणोततरांच्ा किमती कलहा.

(i) sin30° = 1
(ii) cos30° = (iii) tan30° =

(iv) sin60° = (v) cos45° = (vi) tan45° =

इ्तता नििीमध्ये आपण लघिुोनाची िाही करििोणकमती् गुणोततरये अभ्ासली आहयेत. ् ािषषी लघुिोनाचीच  
आणखी िाही करििोणकमती् गुणोततरये आपण अभ्ासणार आहोत.

चला, स्क्ूया.

A

B Cq

आकृती 6.1 tan q = 

6 सरिकोणसमती
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A

BC q

आकृती 6.2

      अाक्ृती 6.2 मध ष्े, 

  sinq = 
AB
AC 

 

\  cosecq = 1

sinq
 

   = 
1

AB
AC   

   = 
AC
AB 

 

 महणजषेच, cosecq = 
कण्म

संमुख बाजू           

   tanq = 
AB
BC 

 

\  cot q = 
1

tanq  

    = 
1

AB
BC

 cot q = 
BC
AB 

 = 
लग्तची बाजू 
संमुख बाजू

  cosq = 
BC
AC 

  secq = 
1

cosq

   = 1
BC
AC

   = 
AC
BC 

 महणजषेच, secq = 
कण्म

लग्तची बाजू  

  tanq =
sinq
cosq

 हषे ्तुमहाला माही्त आहषे.

\ cot q = 
1

tanq

   = 1
sin
cos

q
q

   =
cos q
sin q

\ cot q = cos q
sin q

जाणून घेऊया.

कोसेक, सेक आशण कॉट गुणोततरे (cosec, sec and cot ratios)

कोनाच्ा साइन गुणोत्तराच्ा व्स्त गुणोत्तराला कोसीकॅंट (cosecant) गुणोत्तर महण्ता्त. 

्तषे थोडक्ा्त cosec असषे त्लत्ह्ता्त. \ cosecq = 
1

sinq

्तसषेच कोसाइन आत्ण टँजंट गुणोत्तरांच्ा व्स्त गुणोत्तरांना अनुक्रमषे सीकॅंट  (secant) आत्ण कोटँजंट 
(cotangent) गुणोत्तरषे महण्ता्त; आत्ण ्ती थोडक्ा्त अनुक्रमषे sec आत्ण cot अशी त्लत्ह्ता्त. 

\ secq = 
1

cosq  आत्ण cotq = 1

tanq
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अशधक माशहतीसाठी

 थोर भार्ती् गत्ण्ती आ््मभट ्ांचा जनम इ.स. 476 मध ष्े कुसुमपूर ्षेथषे 
झाला. हषे सथान सध्ाच्ा त्बहारमधील पाटणा ्ा शहराजवळ हो्तषे. त्ानंी 
अंकगत्ण्त, बीजगत्ण्त आत्ण भूत्म्ती ्ा गत्ण्ताच्ा शाखा्ंत भरीव का््म 
केलषे. ‘आ््मभटी्’ ्ा ग्ंथा्त अनषेक गत्ण्ती त्नषकष्म त्ांनी सरूिरूपा्त त्लहून 
ठषेवलषे आहषे्त. उदाहरणाथ्म, 
(1) अंकगत्ण्ती श्रषेढी्तील n वषे पद काढण्ाचषे आत्ण पत्हल्ा n पदांच्ा  
    बषेरजषेचषे सूरि
(2) 2  ची त्कंम्त काढण्ाचषे सूरि
(3) p ्ा संख्षेची 3.1416 ही चार दशांश सथळांप्ां्त बरोबर असषेलली त्कंम्त, इत्ादी.

खगोलशासरिाच्ा अभ्ासा्त त्ांनी त्रिकोणत्म्तीचा वापर केला आत्ण ज्या गुणोत्तर (sine ratio) 
ही संकलपना प्रथमच वापरली.

जगा्तील गत्ण्ताच्ा त्ांच्ा काळा्तील जानाचा त्वचार कर्ता त्ांची गत्ण्ता्तील कामत्गरी उत्तुंग 
हो्ती. त्ामुळषे त्ाचं्ा गं्थाचा प्रसार संपणू्म भार्ता्त, ्तसषेच अरबस्तानामाफ्फ्त ्ुरोपमध्षेही झाला हो्ता.

पृथवी खसथर असून सू् ्म, चंद्र व ्तारषे त्वत्शष्ट क्रमानषे पृथवीभोव्ती त्फर्ता्त असषेच त्ाकाळच्ा सव्म 
त्नरीक्कांचषे म्त हो्तषे. परं्तु नावषे्तून जाणाऱ्ाला काठावरील झाडषे व वस्तू उलट त्दशषेला जा्त असल्ाचा 
भास हो्तो, ्तसाच भास सू््म, ्तारषे इत्ादींबाब्त पृथवीवरील लोकांना हो्तो; महणजषे पृथवी भ्रमण कर्तषे असषे 
आ््मभटी्ा्त त्लत्हलषे आहषे.

19 एत्प्रल 1975 ् ा त्दवशी भार्तानषे आपला पत्हला उपग्ह अवकाशा्त प्रक्षेत्प्त केला. ् ा उपग्हाला 
‘आ््मभट’ हषे नाव दषेऊन दषेशानषे ्ा श्रषेष्ठ गत्ण्तीचा ्थोत्च्त गौरवच केला.

  
हे लक्ात ठेवूया.

त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांमधील परसपरसंबंध 
cosec, sec आत्ण cot ्ा गुणोत्तरांच्ा व्ाख्ांवरून,

• 
1

sinq  = cosec q  \ sin q ´ cosec q = 1

• 
1

cosq  = sec q  \ cos q ´ sec q = 1

• 
1

tanq  = cot q  \ tan q ´ cot q = 1



127

AB

C

q

आकृती 6.3

* 0°,30°,45°,60° आत्ण  90°  मापाच्ा कोनांच्ा त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांची सारणी.

त्रिकोणत्म्ती् 
गुणोत्तर

कोनाचषे माप (q)

0° 30° 45° 60° 90°

sin q 0
1

2

1

2
3

2
1

cos q 1 3

2

1

2

1

2
0

tan q 0
1

3
1 3 ठरव्ता ्षे्त नाही

cosec q

= 1
sin q

ठरव्ता ्षे्त नाही 2 2
2

3
1

sec q

= 1
cos q

1
2

3
2 2 ठरव्ता ्षे्त नाही 

cot q

= 1
tan q

ठरव्ता ्षे्त नाही 3 1
1

3
0

जाणून घेऊया.

शरिकोणशमतीय शनतयसमानता (Trigonometrical identities)

  सोब्तच्ा आकृ्ती 6.3 मध ष्े D ABC ्ा काटकोन त्रिकोणा्त, ÐB= 90°

  (i) sinq = BC
AC 

  (ii) cosq = 
AB
AC 

   

  (iii) tanq = 
BC
AB 

  (iv) cosecq = AC
BC 

  

  (v) secq = 
AC
AB 

  (vi) cotq =  AB
BC

   

  ्तसषेच, पा्थागोरसच्ा त्सद्धां्तानुसार,  
  BC2 + AB2 = AC2 . . . . .(I)
  समीकरण (I) च्ा दोनही बाजूंस AC2 नषे भागून 

  BC2+ AB2

AC2  = 
AC2

AC2 
BC2+ AB2

AC2
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 \  BC2

AC2 
 + AB2

AC2 
 = 1

 \  BC

AC

AB

AC






 + 






 =

2 2

1

 \(sinq)2 + (cosq)2 = 1 .... [(sinq)2  हषे sin2q असषे आत्ण (cosq)2  हषे cos2q असषे त्लत्ह्ता्त.]

  sin2 q + cos2 q = 1 .......... (II)
  आ्ता समीकरण (II) च्ा दोनही बाजूंस sin2q  नषे भागून 

  
sin

sin

cos

sin sin

2

2

2

2 2

1θ
θ

θ
θ θ

+ =
 

  1 + cot2 q = cosec2 q .......... (III)
  ्तसषेच, समीकरण (II) च्ा दोनही बाजूंस cos2q  नषे भागून 

  
sin

cos

cos

cos cos

2

2

2

2 2

1θ
θ

θ
θ θ

+ =

   tan2 q + 1 = sec2 q 
  1 + tan2 q = sec2 q .......... (IV)
  समीकरण (II), (III), व (IV) ्ा मूलभू्त त्रिकोणत्म्ती् त्नत्समान्ता आहषे्त.

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  जर sinq = 20

29
 असषेल ्तर cosq  ची त्कंम्त काढा. 

उकल ः रीत I 
  आपणास माही्त आहषे की 
  sin2 q + cos2 q = 1

  20

29

2






  + cos2 q = 1

  400

841
 + cos2 q = 1

  cos2 q = 1 - 400

841

           = 441

841
 

 दोनही बाजूंची वग्ममुळषे घषेऊन.

           \ cosq = 21

29

रीत II 

sinq = 20

29
 

आकृ्तीवरून sinq = AB
AC 

 
\ AB = 20k व AC = 29k
     BC = x मानू.
पा्थागोरसच्ा त्सद्धां्तानषे
 AB2+ BC2 = AC2

                       (20k)2+ x2 = (29k)2

 400k2+ x2 = 841k2

  x2 = 841k2 - 400k2

     = 441k2

                \  x = 21k 

        \ cos q = BC
AC 

 = 21k
29k 

 = 21
29 

 

आकृती 6.4

20k
29k

A

B Cx
q



129

उदा. (2)  जर secq = 25

7
  ्तर tanq ची त्कंम्त काढ़ा.  

उकल ः रीत I         रीत II

            \ 5sinq = 12cosq

  \ sin

cos

q
q

 = 12

5

    \ tanq = 12

5
  आपणास माही्त आहषे की,
   1+ tan2q = sec2q

 \1+ 12

5

2






 = sec2q

 \ 1 + 144

25
 = sec2q

 \ 25 144

25

+  = sec2q

 \     sec2q = 169

25

 \      secq = 13

5

  

 \cosq = 5

13

 आ्ता, sin2q + cos2q = 1

            \ sin2q = 1 - cos2q

 \sin2q = 1 - 5

13

2








   

        = 1 - 25

169

         = 144

169

 \ sinq = 12

13

        \ cosecq = 
13

12
 

  आपणास माही्त आहषे की,
         1+ tan2q  = sec2q

        \  1+ tan2q  = 
25

7

2








        \     tan2q  = 
625

49  - 1

      = 
625 49

49

-

       = 
576

49

        \      tanq  = 24

7
 

उदा. (3)  जर 5sinq- 12cosq = 0 असषेल  ्तर secq आत्ण cosecq च्ा त्कंम्त काढा.  
उकल ः  5sinq- 12cosq = 0

आकृ्तीवरून,

 sec q = PR
PQ 

 

     \ PQ = 7k, PR = 25k

 पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानषे,

 PQ2 + QR2 = PR2

     \ (7k)2 + QR2 = (25k)2

     \ QR2 = 625k2 - 49k2 = 576k2

     \ QR = 24k

आ्ता, tan q = QR
PQ 

 = 24k
7k

 = 24
7

आकृती 6.5

7k

25k

PQ

R

x

q
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उदा. (4)  cosq  = 3

2
 ्तर 1

1

−
+

sec

cosec

θ
θ

 ची त्कंम्त काढा.

उकल ः  रीत I      रीत II

उदा. (5)  दाखवा की,  secx + tanx = 
1

1

+
−

sin

sin

x

x

उकल ः  sec x + tan x = 
1

cos

sin

cosx

x

x
+

   = 1+ sin

cos

x

x

   = 
( sin )

cos

1 2

2

+ x

x
 

   = 1 1

1 2

+( ) +( )
−

sin sin

sin

x x

x

   = 
( sin )( sin )

( sin )( sin )

1 1

1 1

+ +
− +

x x

x x

   = 1

1

+
−

sin

sin

x

x
 

  cosq  = 3

2
 \ secq = 2

3
  sin2q + cos2q = 1

  \ sin2q + 3

2

2








  = 1

  \ sin2q = 1- 3

4
 = 1

4

  \ sinq = 1

2
  \  cosecq = 2

  \ 1

1

−
+

sec

cosec

θ
θ

 = 
1

2

3
1 2

−

+

          = 

3 2

3
3

-

          = 3 2

3 3

-

    cosq  = 3

2

  cos 30° = 3

2
 हषे माही्त आहषे.

 \     q = 30°
 \ sec q = sec 30° = 2

3

  cosec q = cosec 30° = 2

  \ 1

1

−
+

sec

cosec

θ
θ

 = 
1

2

3
1 2

−

+

          = 

3 2

3
3

-

          = 3 2

3 3

-
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उदा. (6)  पुढील समीकरणा्ंतून q चषे त्नरसन करा.
  x = a cot q - b cosec q
  y = a cot q + b cosec q
उकल ः  x = a cot q - b cosec q  .......... (I)
  y = a cot q + b cosec q  .......... (II)
  समीकरण (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून.
  x + y = 2a cot q

  \ cot q = 
x + y

2a
  .......... (III)

  समीकरण (II) मधून (I) वजा करून,
  y - x = 2b cosec q
  \ cosec q = y x

b

-
2

  .......... (IV)

   आ्ता, cosec2q - cot2q = 1

  \ y x

b

y x

a

−





 −

+





2 2

2 2

= 1

   \ 
y x

b

y x

a

−( )
−

+( )
4 42

2

2

2

= 1

                     त्कंवा  
y x

b

y x

a

−





 −

+







2 2

 = 4

सरावसंच 6.1

1. जर sinq = 
7

25
  ्तर cosq व  tanq च्ा  त्कम्ती काढा.

2. जर tanq = 3

4
  ्तर secq व  cosq च्ा  त्कम्ती काढा.

3. जर cotq = 40

9
  ्तर cosecq व  sinq च्ा  त्कम्ती काढा.

4. जर 5secq- 12cosecq = 0 असषेल  ्तर secq, cosq व sinq  च्ा त्कम्ती शोधा.  

5. जर  tanq = 1 ्तर sin cos

sec cosec

θ θ
θ θ

+
+

 ची त्कंम्त काढा.

6. त्सद्ध करा. 

 (1) 
sin

cos

2 q
q  + cosq = secq

 (2)  cos2q(1 + tan2q) = 1
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आकृती 6.6

लंब आहषे्त, हषे दाखवण्ासाठी आपण आक्ृती्त लंब रषेषाखंडांचा उप्ोग करू. आपण त्नरीक्काची उंची लक्ा्त घषेणार 
नाही, सामान्पणषे त्नरीक्काची दृष्टी त्क्त््तजसमां्तर आहषे असषे मानू.

 (3) 1

1

−
+

sin

sin

θ
θ

= secq - tanq

 (4) ( secq - cosq)( cotq + tanq) =  tanq  secq

 (5)  cotq + tanq = cosecq  secq

 (6) 
1

sec tanθ θ−  = secq + tanq

 (7) sec4q - cos4q = 1 - 2cos2q

 (8) secq + tanq = 
cos

sin

θ
θ1−  

 (9) जर tanq + 
1

tanq  = 2  ्तर दाखवा की tan2q + 
1

tan2 q 
 = 2 

 (10) 
tan

tan

cot

cot

A

A

A

A1 12 2 2 2
+( )

+
+( )  = sin A cos A

 (11) sec4A (1 - sin4A) - 2tan2A = 1

  (12) 
tan

sec

θ
θ −1

 = tan sec

tan sec

θ θ
θ θ
+ +
+ −

1

1

जाणून घेऊया.

शरिकोणशमतीचे उपयोजन (Application of trigonometry)

 बरषेचदा आपल्ाला मनोऱ्ाची, इमार्तीची 
त्कंवा झाडाची उंची, ्तसषेच जहाजाचषे दीपगृहापासूनचषे 
अं्तर त्कंवा नदीच्ा पारिाची रुदंी इत्ादी जाणावी 
लाग्ता्त. ही अं्तरषे आपण प्रत्क्ा्त मोजू शक्त नाही 
परं्तु त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांचा उप्ोग करून उंची 
त्कंवा अ्ंतरषे ठरवू शक्तो. 
 उंची त्कंवा अं्तरषे ठरत्वण्ासाठी, त्दलषेली 
मात्ह्ती दश्मत्वणारषे कच्षे त्चरि आपण आधी ्त्ार 
करू. झाडषे, टषेकड्ा, मनोरषे अशा वस्तू जत्मनीला 



133

 प्रथम आपण काही संबत्ध्त संजांचा अभ्ास करू 
 (i) दृष्ीरेषा (Line of vision) ः 

 त्बंदू ‘A’ ् ा त्ठकाणी उभा असलषेला त्नरीक्क त्बंदू ‘B’ कडषे पाह्त असषेल ्तर रषेषा AB ला दृष्टी रषेषा महण्ता्त.

 (ii) उन्नतकोन ( Angle of elevation) ः 

 जेवहा आपण शक्तीज समांतर रेषेचया वरचया शदिेला पाहतो तेवहा होणारा कोन उन्नतकोन असतो. 
 जेवहा आपण शक्तीज समांतर रेषेचया खालचया शदिेला पाहतो तेवहा होणारा कोन अवनतकोन असतो. 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
उदा. (1)  एका झाडाच्ा बुंध्ापासून 10 मी. अं्तरावर असणाऱ्ा त्नरीक्कास झाडाच्ा शेंड्ाकडषे पाह्ताना  
  60°मापाचा उन्न्त कोन करावा लाग्तो. ्तर झाडाची उंची त्क्ती ? ( 3  = 1.73) 
उकल ः आकृ्ती 6.9 मध ष्े C त्बंदूजवळ त्नरीक्क असून AB हषे झाड आहषे.

 AM ही त्नरीक्काची सामान् दृष्टीरषेषा त्क्त््तज -
 समा्ंतर आहषे. त्नरीक्ण करण्ाचा त्बंदू B, हा  
 A च्ा ्तुलनषे्त अत्धक उंचीवर असषेल ्तर AB  
 ही दृष्टीरषेषा, रषेषा AM शी जो कोन कर्तषे ्तो  
 उन्न्त कोन अस्तो. आकृ्ती्त Ð MAB हा  
 उन्न्त कोन आहषे.

 त्नरीक्ण करण्ाचा त्बंदू C हा रषेषा AM ्ा  
 त्क््तीजसमां्तर रषेषषेच्ा खाली असषेल ्तर AC  
 ही दृष्टीरषेषा, रषेषा AM शी अवन्त कोन कर्तषे.  
 आकृ्ती्त Ð MAC हा अवन्त कोन आहषे.

 AB = h =  झाडाची उंची. 
 त्नरीक्काचषे झाडापासूनचषे अ्ंतर BC = 10 मी. 
 आत्ण उन्न्त कोन (q)Ð BCA= 60°  
  आक्ृतीवरुन,   tanq = 

AB 
BC

  .......... (I)

             tan 60° = 3  .......... (II)

  \ 
AB 
BC

 = 3   .......... (I) व (II) वरून

  \ AB = BC 3  = 10 3

  \  AB = 10 ´ 1.73 = 17.3 मी
  \ झाडाची उंची 17.3 मी. आहषे. 

60°
10 मी

A

BC

 (iii) अवनत कोन ( Angle of depression) ः

आकृती 6.7

आकृती 6.9

त्क्त््तज समां्तर रषेषा

B

M
A

दृष्ट
ी रषेष

ा

उन्न्त कोन

आकृती 6.8

त्क्त््तज समां्तर रषेषा

C

M
A

दृष्टी रषेषा

अवन्त कोन
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उदा. (2)  40 मी उंच इमारतीच्ा छतावरून, त्ा इमारतीपासून काही मीटर अंतरावर उभ्ा केलेल्ा सककूटरकडे  
  पाहताना 30° मापाचा अवनतकोन होतो, तर ती सककूटर इमारतीपासून ककती दूर उभी आहे? 
  ( 3  = 1.73)
उकल ः आकृती 6.10 मध्े रेख AB  ही इमारत आहे. इमारती  पासून ‘x’ मी अंतरावर ‘C’ ्ा किकाणी   

  सककूटर उभी आहे. 
   आकृतीत A ्ा किकाणी कनरीक्षक आहे.  

  AM ही कक्षतीज समांतर रेषा आहे. 

   Ð MAC हा अवनत कोन आहे. 

   Ð MAC व Ð ACB हे व्युतक्रम कोन  

  एकरूप आहेत, हे लक्षात घ्ा.

  आकृतीवरुन,  tan30° = 
AB 
BC

          \     
1

3
 = 

40
x

     \   x = 40 3

               = 40 ´ 1.73 
               = 69. 20 मी. 
  \ ती सककूटर इमारतीपासून  69.20 मी. अंतरावर उभी आहे. 

उदा. (3)  नदीच्ा पात्ाची  रुुंदी काढण्ासािी एका माणसाने पात्ाच्ा एका कािावरून कवरुद्ध कािावर असणाऱ्ा  
  मनोऱ्ाच्ा वरच्ा टोकाकडे पाकहले असता 61° मापाचा उन्नतकोन होतो. त्ाच रेषेत नदीच्ा पात्ापासून  
  50  मी अंतर मागे जाऊन पयुनहा मनोऱ्ाच्ा वरच्ा टोकाकडे पाकहले असता 35° मापाचा उन्नत कोन होतो, 

  तर नदीपात्ाची रुुंदी आकण मनोऱ्ाची उंची काढा. ( tan61° » 1.8, tan35° » 0.7)

x

A

B C

M

30°

30°

40 मी

उकल ः  रेख AB पैलतीरावरील मनोरा दाखवतो. ‘A’ हे  
  मनोऱ्ाचे टोक असून रेख BC नदीच्ा पात्ाची रुुंदी  
  दाखवतो. 
  मनोऱ्ाची उंची h मी व नदी पात्ाची रुुंदी x मी           
मानू.      मानू.

  आकृतीवरून tan 61° = 
h

x

आकृती 6.10

A

B C 50 Dx

h

35°61°

आकृती 6.11
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           \ 1.8 = 
h

x
  h = 1.8 ´ x  
   10h = 18x .......... (I)..... 10 नषे गुणून
  काटकोन D ABD मध्षे,

  ्तसषेच, tan 35 = h
x + 50

      0.7 = 
h

x + 50
  \        h = 0.7 (x + 50) 

   \    10h = 7 (x + 50) .......... (II)

    [(I) व (II) वरून]

    18x = 7(x + 50)

   \ 18x = 7x + 350

   \ 11x = 350

   \     x = 350

11
 = 31.82 

   आ्ता,  h = 1.8x = 1.8 ´ 31.82

              = 57.28 मी. 

   \ पारिाची रुंदी = 31.82 मी. मनोऱ्ाची 
उंची = 57.28 मी. 

उदा. (4)  रोशनी घराच्ा दारा्त उभी हो्ती. घरापासून  
  थोड्ा अं्तरावरील झाडाच्ा शेंड्ावर  
  एक गरूड बसलषेला त््तला त्दसला, ्तषेवहा  
  त््तच्ा दृष्टीचा उन्न्तकोन 61° हो्ता. ्तो  
  आणखी नीट त्दसावा महणून ्ती घराच्ा 4  
  मीटर उंचीवर असलषेल्ा गच्ीवर गषेली.  
  ्तषेथून पाह्ताना त््तच्ा दृष्टीचा उन्न्त कोन  
  52° हो्ता. ्तर ्तो गरूड जत्मनीपासून  

R

T

S

Q

P

44

x

y

52°

29°

38°

61°

आकृती 6.12  त्क्ती उंचीवर हो्ता? (उत्तर जवळच्ा पूणाांकाप्ां्त काढा.)
  (tan 61° = 1.80, tan 52° = 1.28, tan 29° = 0.55, tan 38° = 0.78) 
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उकल ः समजा, आकृ्ती 6.12 मध्षे PQ हषे घर आत्ण SR हषे झाड आहषे. गरुडाचषे सथान R पाशी आहषे.
रषेख QT ^ रषेख RS काढला.
\ c TSPQ हा आ््त आहषे.
SP = x मानू. TR = y मानू.
आ्ता, D RSP मध्षे, Ð PRS = 90° - 61° = 29° 
्तसषेच, D RTQ मध्षे, Ð QRT = 90° - 52° = 38°

\ tan Ð PRS = tan29° = SP
RS

\ 0.55 = x

y + 4

\ x = 0.55(y + 4) .......... (I)

्तसषेच, tan Ð QRT = TQ
RT

\ tan 38° = x
y

 .......... [ SP = TQ = x]

\ 0.78 = x
y

\ x = 0.78y .......... (II)

\ 0.78y = 0.55(y + 4) .......... (I) व (II) वरून

\ 78y = 55(y + 4)

\ 78y = 55y + 220

\ 23y = 220

\ y = 9.565 = 10 (जवळच्ा पूणाांकाप्ां्त)

\ RS = y + 4 = 10 + 4 = 14

\ गरूड जत्मनीपासून 14 मीटर उंचीवर हो्ता.

उदा. (5)  वादळामुळषे एक झाड मोडलषे आत्ण झाडाचा शेंडा जत्मनीवर टषेकला. मोडलषेला भाग जत्मनीशी 30° चा  
  कोन कर्तो. झाडाचा शेंडा आत्ण बुंधा ्ांमधील अं्तर 10 मी असल्ास झाडाची उंची काढा.

उकल ः समजा, आकृ्ती 6.13 मध ष्े AB ्ा झाडाचा शेंडा ‘A’ आहषे. वादळामुळषे झाड ‘C’ ्ा त्ठकाणी  
  मोडल्ामुळषे D ्ा त्ठकाणी शेंडा टषेकला. 
  Ð CDB = 30°, BD = 10 मी, BC = x मी  

  CA= CD = y मी 
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  काटकोन D CDB मध्षे, 

     tan30° = 
BC
BD  

   
1

3  = 
x

10

      x = 
10

3

      y = 
20

3

  x + y =  
10

3  + 
20

3

        = 
30

3

  x + y =  10 3  

  झाडाची उंची 10 3  मी आहषे.

सरावसंच 6.2

1. एक व्क्ती एका चच्मपासून 80 मी अं्तरावर उभी आहषे. त्ा व्क्तीनषे चच्मच्ा छ्ताकडषे पात्हलषे अस्ता 45°  
 मापाचा उन्न्त कोन हो्तो, ्तर चच्मची उंची त्क्ती? 

2. दीपगृहावरून एका जहाजाकडषे पाह्ताना  60° मापाचा अवन्त कोन हो्तो. जर दीपगृहाची उंची 90 मी असषेल  
 ्तर ्तषे जहाज  दीपगृहापासून त्क्ती अं्तरावर आहषे?  ( 3 =1.73) 

3. 12 मी रुंदीच्ा रसत्ाच्ा दु्तफा्म समोरासमोर दोन इमार्ती आहषे्त. त्ांपैकी एकीची उंची 10 मी असून त््तच्ा  
 छ्तावरून दुसरीच्ा छ्ताकडषे पात्हलषे अस्ता उन्न्त कोन 60° मापाचा हो्तो, ्तर दुसऱ्ा इमार्तीची उंची  
 त्क्ती?

4. 18 मी व 7 मी उंचीचषे खांब जत्मनीवर उभषे आहषे्त. त्ाचं्ा वरच्ा टोकांना जोडणाऱ्ा ्तारषेची लांबी 22 मी  
 आहषे, ्तर त्ा ्तारषेनषे त्क््तीज समां्तर पा्तळीशी केलषेल्ा कोनाचषे माप काढा.

5. वादळामुळषे एक झाड मोडलषे आत्ण झाडाचा शेंडा जत्मनीवर टषेकला. मोडलषेला भाग जत्मनीशी 60° चा कोन  
 कर्तो. झाडाचा शेंडा आत्ण बुंधा ्ांमधील अं्तर 20 मी असल्ास झाडाची उंची काढा.

6.  एक प्तंग उड्ताना जत्मनीपासून 60 मी लंबउंचीप्ां्त पोहच्तो. प्तंगांच्ा दोऱ्ाचषे टोक जत्मनीवर बांधलषे  
 ्तषेवहा जमीन व दोरा ् ांच्ा मध्षे 60° मापाचा कोन ्त्ार हो्तो. दोरा कोठषेही  वाकलषेला नाही असषे गृही्त धरून  
 दोऱ्ाची लांबी काढा. ( 3  =1.73)

A

B

C

D
आकृती 6.13
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 6

1. त्दलषेल्ा प्ाां्ापैकी प्रशनाच्ा उत्तराचा अचूक प्ा्म् त्नवडा.

 (1) sinq  cosecq = त्क्ती? 

    (A) 1    (B) 0       (C) 
1

2
           (D) 2  

 (2) cosec45° ची त्कंम्त खालीलपैकी कोण्ती? 

    (A) 
1

2
    (B) 2        (C) 3

2
           (D) 

2

3

 (3) 1 + tan2q = त्क्ती?

    (A) cot2q    (B) cosec2q       (C) sec2q          (D) tan2q

 (4) जषेवहा आपण त्क््तीजसमां्तर रषेषषेच्ा वरच्ा त्दशषेनषे पाह्तो, ्तषेवहा ....... कोन हो्तो. 

     (A)उन्न्त कोन    (B)अवन्त कोन       (C) शून्           (D)रषेषी्  

2. जर sinq = 
11

61  ्तर त्नत्समान्तषेचा उप्ोग करून cosq ची त्कंम्त काढा. 

3. जर tanq = 2, ्तर इ्तर त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांच्ा त्कम्ती  काढा.

4. जर secq = 
13

12 , ्तर इ्तर त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांच्ा त्कम्ती  काढा.

5. त्सद्ध करा. 
         (1) secq (1 - sinq) (secq + tanq) = 1

         (2) (secq + tanq) (1 - sinq) = cosq

         (3) sec2q + cosec2q = sec2q ´ cosec2q

         (4) cot2q - tan2q = cosec2q - sec2q

         (5) tan4q + tan2q = sec4q - sec2q

         (6) 
1

1

1

1−
+

+sin sinθ θ  = 2 sec2q

         (7) sec6x + tan6x = 1 + 3sec2x ´ tan2x

         (8) 
tan

sec

sec

tan

θ
θ

θ
θ+

=
−

1

1

         (9) 
tan

tan

3 1

1

θ
θ
−
−  =  sec2q + tanq
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         (10) sin cos

sin cos sec tan

θ θ
θ θ θ θ
− +
+ −

=
−

1

1

1

6. एक मुलगा एका इमार्तीपासून 48 मीटर अं्तरावर उभा आहषे.  त्ा इमार्तीच्ा वरच्ा टोकाकडषे  पाह्ताना त्ा
मुलाला 30°  मापाचा उन्न्तकोन करावा लाग्तो, ्तर त्ा  इमार्तीची उंची त्क्ती ?

7. दीपगृहावरून एका जहाजाकडषे पाह्ताना  त्नरीक्काला 30°  मापाचा अवन्त कोन करावा लाग्तो. जर दीपगृहाची
उंची 100 मी असषेल ्तर ्तषे जहाज  दीपगृहापासून त्क्ती अ्ंतरावर आहषे?

8. 15 मी रुंदीच्ा रसत्ाच्ा दु्तफा्म समोरासमोर दोन इमार्ती आहषे्त. त्ांपैकी एकीची उंची  12 मी असून त््तच्ा
छ्तावरुन दुसरीच्ा छ्ताकडषे  पात्हलषे अस्ता उन्न्त कोन 30° चा हो्तो, ्तर त्ा इमार्तीची उंची त्क्ती ?

9. अत्ग्नशामकदलाच्ा वाहनावर बसवलषेली त्शडी जास्ती्त जास्त 70° मापाच्ा कोना्तून उचल्ता ् षे्तषे. त्ावषेळी
त््तची अत्धका्त अत्धक लांबी 20 मी अस्तषे.त्शडीचषे वाहनावरील टोक जत्मनीपासून 2  मी उंचीवर आहषे. ्तर
त्शडीचषे दुसरषे टोक जत्मनीपासून जास्ती्त जास्त त्क्ती उंचीवर पोहोचव्ता ्षेईल ? (sin70° » 0.94)

10«. आकाशा्त उड्त असलषेल्ा त्वमानाच्ा चालकानषे त्वमान्तळावर त्वमान उ्तरत्वण्ास सुरूवा्त कर्ताना 20° 
मापाचा अवन्त कोन केला, ्तषेवहा त्वमानाचा सरासरी वषेग ्ताशी 200  त्कमी हो्ता. ्तषे त्वमान 54 सषेकंदां्त 
त्वमान ्तळावर उ्तरलषे. त्वमान ्तळावर उ्तरण्ास वळण्ाच्ा क्णी ्तषे त्वमान जत्मनीपासून त्क्ती उंचीवर हो्तषे? 
(sin20° » 0.342)

rrr
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चला, शिकूया.

•  त्वत्वध घनाकृ्तींच्ा पृष्ठफळ व  
 घनफळावर आधारर्त संत्मश्र  
 उदाहरणषे.

जरा आठवूया.

 मागील इ्त्तांमध्षे आपण काही त्रित्म्ती् आकृत्ांच्ा पृष्ठफळांचा व घनफळांचा अभ्ास केलषेला आहषे. 
त्ासाठी लागणारी सरूिषे आठवू ्ा.    

क्र. त्रित्म्ती् आकृ्ती सूरिषे
1 . इखष्टकात्च्ती उभ्ा पृष्ठांचषे पृष्ठफळ  = 2h ( l + b )

एककूण पृष्ठफळ  = 2  (lb + bh + hl )
इखष्टकात्च्तीचषे घनफळ  = lbh

2 .  घन
         

घनाचषे उभषे पृष्ठफळ  =  4l2

घनाचषे एककूण पृष्ठफळ  = 6l2

घनाचषे घनफळ = l3

3 . वृत्तत्च्ती
                 

वृत्तत्च्तीचषे वक्रपृष्ठफळ =  2prh
वृत्तत्च्तीचषे एककूण पृष्ठफळ = 2pr ( r + h )
वृत्तत्च्तीचषे घनफळ = pr2h

4 . शंककू

        

शंककूची त््तरकस उंची (l)  = h r2 2+

शंककूचषे वक्रपृष्ठफळ  = prl 
शंककूचषे एककूण पृष्ठफळ = pr (r + l)

शंककूचषे घनफळ = 
1

3
 ´ pr2h

l

l

h

b

• व्तु्मळकंस – व्तु्मळकंसाची लांबी.  
• व्तु्मळ पाकळीचषे क्षेरिफळ.
• व्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ.

l
h

h

r

r

7 महत्वमापन
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आकृती 7.1

30 सषेमी

20 सषेमी
20 सषेमी

आकृती 7.2

21 सषेमी

10 सषेमी

क्र. त्रित्म्ती् आक्ृती सूरिषे
5. गोल

          
गोलाचषे पृष्ठफळ = 4 pr2

गोलाचषे घनफळ = 4

3
 pr3

6. अध्मगोल

          

अध्मगोलाचषे वक्रपृष्ठफळ = 2pr2

भरीव अध्मगोलाचषे एककूण पृष्ठफळ = 3pr2

अध्मगोलाचषे घनफळ = 2

3
 pr3

खालील उदाहरणे सोडवा.

उदा.(1)

शवचार करूया.

शषेजारील  आक्ृती्त  दाखवल्ाप्रमाणषे  एका  वृत्तत्च्तीच्ा  आ्त 
एक गाषेल आहषे. गाषेल वृत्तत्च्तीच्ा ्तळाला, वरच्ा पृष्ठभागाला आत्ण 
वक्रपृष्ठाला सपश्म कर्तो. वृत्तत्चत््तच्ा ्तळाची त्रिज्ा r असषेल ्तर 

1. गोलाची त्रिज्ा आत्ण वृत्तत्च्तीची त्रिज्ा ्ांचषे गुणोत्तर  
 का् आहषे?
2. वृत्तत्च्तीचषे वक्रपृष्ठफळ आत्ण गोलाचषे वक्रपृष्ठफळ  
 ्ांचषे गुणोत्तर का् आहषे ? 
3. वृत्तत्च्तीचषे घनफळ आत्ण गोलाचषे घनफळ ् ांचषे गुणोत्तर  
 का् आहषे?

आकृती 7.3

r

r

शषेजारच्ा आकृ्ती्त 30 सषेमी उंची, 20 सषेमी 
लांबी, व 20 सषेमी रुंदीचा ्तषेलाचा डबा आहषे. त्ा्त 
त्क्ती लीटर ्तषेल मावषेल? (1 लीटर = 1000 सषेमी3)

बाजूच्ा आक्ृती्त त्वदूषकाची टोपी आत्ण टोपीची 
मापषे दाखवली आहषे. ्ती टोपी ्त्ार करण्ासाठी त्क्ती 
कापड लागषेल?

उदा.(2)
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वरील आकृत्ां्त दाखवल्ाप्रमाणषे एक चेंडू आत्ण चेंडूच्ा त्रिज ष्ेएवढीच (r) त्रिज्ा असलषेलषे एक चंचुपारि घ्ा. 
चंचुपारिाच्ा व्ासाएवढ्ा (2r) लांबीची एक कागदी पट ्टी घ्ा. त््तच्ा लांबीचषे ्तीन समान भाग करणाऱ्ा दोन 
रषेघा पट् टीवर काढा. ्ती पट ्टी चंचुपारिाला त्ाच्ा ्तळापासून उभी त्चकटवा. चंचुपारिा्त कागदी पट् टीच्ा खालून 
पत्हल्ा भागाप्ां्त पाणी भरा. नं्तर चेंडू चंचुपारिा्त ्तळाला टषेकेप्ां्त सावकाश बसवा. चंचुपारिा्तील पाण्ाची पा्तळी 
कुठप्ां्त वाढली आहषे, हषे पाहा.

पाण्ाची पा्तळी कागदी पट ्टीच्ा पूण्म उंचीप्ां्त आलषेली त्दसषेल.
्ा त्नरीक्णावरून चेंडूच्ा घनफळाचषे सरूि कसषे त्मळ्तषे हषे समजून घ्ा.
चंचुपारि वृत्तत्च्ती आकाराचषे आहषे. महणून चंचुपारिाच्ा 2r एवढ्ा उंचीप्ां्तच्ा भागाचषे घनफळ, वृत्तत्च्तीच्ा 

घनफळाच्ा सरूिानषे त्मळषेल. हषे घनफळ V मानू.
\ V = p ´ r2 ´ 2r = 2pr3

    पर्ंतु V = चेंडूचषे घनफळ + आधी भरलषेल्ा पाण्ाचषे घनफळ
 = चेंडूचषे घनफळ + 

1

3
 ´ 2pr3

\ चेंडूचषे घनफळ  = V - 
1

3
 ´ 2pr3

  = 2pr3 - 2

3
pr3

  = 
6pr3 - 2pr3

3
 = 

4pr3 

3
 

\ गोलाच्ा घनफळाचषे सूरि; V = 
4

3
pr3 असषे त्मळ्तषे.

(ह्या सूरिाचा उप्ोग करून, आक्ृती 7.3 च्ा संदभा्म्तील प्रशन क्रमांक 3 चषे उत्तर आ्ता ्तुमही काढू शकाल.)

आकृती 7.5 आकृती 7.6

कृती ः

आकृती 7.4

2r

2r

2r

r
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��� सोडवलेली उदाहरणे ��� 

उदा. (1)  एका वृत्तत्च्ती आकाराच्ा पाण्ाच्ा टाकीची त्रिज्ा 2.8 मी आत्ण उंची 3.5 मी आहषे. ्तर त्ा  
  टाकीमध ष्े त्क्ती लीटर पाणी मावषेल? एका व्क्तीला रोज सरासरी 70 लीटर पाणी लाग्तषे, ्तर पूण्म  
  भरलषेल्ा टाकी्तील पाणी रोज त्क्ती व्क्तींना पुरषेल? (p =  22

7
)

उकल ः त्रिज्ा (r) = 2.8 मीटर,      उंची  ( h) = 3.5 मीटर,  p =  22

7
                         पाण्ाच्ा टाकीची धारक्ता   =  वृत्तत्च्ती आकाराच्ा टाकीचषे घनफळ. 
   = pr2h

   = 22

7
 ´ 2.8 ´ 2.8 ´ 3.5

   = 86.24 मी3
   = 86.24 ´ 1000 लीटर ( 1मी3 = 1000 लीटर)
   = 86240.00 लीटर
  \ टाकीमध्षे  86240 लीटर  पाणी मावषेल. 
  70 लीटर पाणी रोज एका व्क्तीला पुरषेसषे अस्तषे.

  \ पूण्म भरलषेल्ा टाकी्तील पाणी 
86240

70
 = 1232 व्क्तींना पुरषेल.

उदा. (2)  30 सषेमी त्रिज्षेचा एक भरीव गोल त्व्तळवून त्ापासून 10 सषेमी त्रिज्ा व 6 सषेमी उंची असणाऱ्ा भरीव  
  वृत्तत्च्ती ्त्ार केल्ा, ्तर त्क्ती वृत्तत्च्ती ्त्ार हो्तील? 
उकल ः        गोलाची त्रिज्ा r = 30 सषेमी 
  वृत्तत्च्तीची त्रिज्ा R = 10 सषेमी 
   वृत्तत्च्तीची उंची  H =   6 सषेमी 
  समजा n  वृत्तत्च्ती ्त्ार हो्तील.
  \    गोलाचषे घनफळ  =  n ´ एका  वृत्तत्च्तीचषे घनफळ 

              \ वृत्तत्च्तींची संख्ा = n = 
गोलाचषे घनफळ

एका वृत्तत्च्तीचषे घनफळ
                        

   
=

( )

( )

4
3

3

2

π

π

r

R H

         =
×( )
×

4
3

30

10 6

3

2       =
× × ×

× ×

4
3

30 30 30

10 10 6
  = 60 

   \ एककूण 60 वृत्तत्च्ती ्त्ार हो्तील .
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उदा. (3)  सक्फसच्ा ्तंबूचा खालचा भाग वृत्तत्च्ती आकाराचा व त्ाच्ा वरचा भाग शंककूच्ा आकाराचा आहषे.  
  ्ंतबूच्ा ्तळाचा  व्ास 48 मी असून वृत्तत्च्ती भागाची उंची 15 मी आहषे. ्तंबूची एककूण उंची 33 मी  
  असल्ास ्तंबूस लागणाऱ्ा कापडाचषे क्षेरिफळ व ्तंबू्तील हवषेचषे घनफळ काढा. 
उकल ः  ्तंबूची एककूण उंची 33 मी आहषे.   
  वृत्तत्च्ती भागाची उंची = H मानू. H = 15 मी आहषे. 
  \ शंक्ाकृ्ती भागाची लंब उंची h = (33-15) = 18 मी राहील. 
  शंककूची त््तरकस उंची (l) = r h2 2+

   = 24 182 2+

   = 576 324+

   = 900

                               l = 30 मी

  सक्फसच्ा ्तंबूस लागणारषे कापड  =  वृत्तत्च्ती भागाचषे वक्रपृष्ठफळ + शंक्ाकृ्ती भागाचषे  वक्रपृष्ठफळ

   = 2prH + prl

   = pr (2H + l)

   = 22

7
 ´ 24 (2 ´ 15 + 30)

   = 22

7
 ´ 24 ´ 60

   = 4525.71 चौमी.

     ्तंबू्तील हवषेचषे घनफळ = वृत्तत्च्ती  भागाचषे घनफळ + शंक्ाकृ्ती भागाचषे घनफळ
   = pr2H + 1

3
 pr2h

   = pr2 H h+







1

3

   = 22

7
 ´ 242 (15 + 1

3
 ´ 18)

   = 22

7
 ´ 576 ´ 21

   = 38,016 घमी
      ्तंबूस लागणारषे कापड = 4525.71 चौमी 
     ्तंबू्तील हवषेचषे घनफळ = 38016 घमी 

आकृती 7.7

18 मी

24 मी

15 मी
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14 त्ममी

सरावसंच 7.1

1. एका शंककूच्ा ्तळाची त्रिज्ा 1.5 सषेमी असून त्ाची लंब उंची 5 सषेमी आहषे, ्तर त्ा शंककूचषे घनफळ काढा.
2. 6 सषेमी व्ास असलषेल्ा गोलाचषे घनफळ काढा.
3. एका लंबवृत्तत्च्तीच्ा ्तळाची त्रिज्ा 5 सषेमी व उंची 40 सषेमी असषेल ्तर त््तचषे एककूण पृष्ठफळ काढा.
4. एका गोलाची त्रिज्ा 7 सषेमी असषेल ्तर त्ाचषे वक्रपृष्ठफळ काढा.
5. धा्तूच्ा एका इखष्टकात्च्तीची लांबी, रुंदी आत्ण उंची अनुक्रमषे 44 सषेमी, 21 सषेमी आत्ण 12 सषेमी आहषे. 
 ्ती त्व्तळवून 24 सषेमी उंचीचा शंककू ्त्ार केला. ्तर शंककूच्ा ्तळाची त्रिज्ा काढा.

6.
3.5 सषेमी

10 सषेमी

आकृती 7.8
पाण्ाचा शंक्ाकृ्ती जग

10 सषेमी

7 सषेमी

आकृती 7.9
वृत्तत्च्ती आकाराचषे भांडषे 

आकृ्ती 7.8 व 7.9 मधील 
भाडं्ांची मापषे पाहा. त्ावरून  
वृत्तत्च्ती आकाराच्ा भांड्ा्त 
त्क्ती जग भरून पाणी मावषेल हषे 
काढा.

आकृती 7.10

आकृती 7.11

7. वृत्तत्च्ती व शंककू समान ्तळाचषे आहषे्त. वृत्तत्च्तीवर शंककू ठषेवला. वृत्तत्च्ती भागाची  
 उंची 3 सषेमी असून ्तळाचषे क्षेरिफळ 100 चौसषेमी आहषे. जर संपूण्म घनाक्ृतीचषे घनफळ  
 500 घसषेमी असषेल ्तर संपूण्म घनाकृ्तीची उंची काढा. 

8. शषेजारील त्चरिा्त त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून;  
 अध्मगोल, वृत्तत्च्ती  व शंककूपासून  ्त्ार  
 झालषेल्ा खषेळण्ाचषे एककूण पृष्ठफळ काढा.

9. आकृ्ती 7.12 मध ष्े वृत्तत्च्ती आकाराच्ा  
 चपट्ा गोळ्ांचषे 10 सषेमी लांबीचषे एक वषेष्टन  
 आहषे. एका गोळीची त्रिज्ा 7 त्ममी आत्ण उंची  
 5 त्ममी असल्ास अशा त्क्ती गोळ्ा त्ा  
 वषेष्टना्त माव्तील?

आकृती 7.13

10. आक्ृती 7.13  
 मध ष्े मुलांचषे एक  
 खषेळणषे आहषे. ्तषे  
 एक अध्मगोल व एक  
 शंककू ्ांच्ा सहाय्ानषे  
 केलषे आहषे. आक्ृती्त  
 दश्मत्वलषेल्ा मापांवरून  
 खषेळण्ाचषे घनफळ व  
 पृष्ठफळ काढा.
 (p= 3.14 ) 

आकृती 7.12

3 सषेमी

4 सषेमी
40 सषेमी

3 सषेमी

4 सषेमी

10 सषेमी
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11. आकृ्ती्त दाखत्वलषेल्ा बीच बॉलचषे पृष्ठफळ  
 व घनफळ काढा. 

     शंककू काप्ताना शंककू कापल्ानं्तर 
वषेगळषे झालषेलषे दोन भाग

शंककूछषेद पालथा ठषेवलषेला गलास

आपण पाणी त्पण्ासाठी त्नमुळत्ा पषेल्ाचा 
(गलासचा) वापर कर्तो.  ह्या पषेल्ाचा आकार, ्तसषेच 
त्ा्तील पाण्ाचा आकार हषे शंककूछषेदाचषे आकार आहषे्त. 

आकृती 7.17 आकृती 7.18 आकृती 7.19 आकृती 7.20

आकृती 7.16

शंक्ाकृ्ती
भाग

शंककूछषेद

आकृ्तीमध ष्े एक शंककू पालथा ठषेवलषेला दाखत्वलषेला आहषे. ् ा शंककूचा त्ाच्ा ्तळाला समां्तर असा छषेद घषे्तला. 
त्ामुळषे झालषेल्ा दोन भागांपैकी एका भागाचा आकार शंककूचाच आहषे. रात्हलषेल्ा भागाला शंककूछषेद (frustum) 
महण्ता्त. 

शंककूप्रमाणषेच शंककूछषेदाचषेही पृष्ठफळ व घनफळ काढ्ता ्षे्तषे. त्ासाठी पुढील सूरिांचा वापर आपण करणार 
आहो्त.

आकृती 7.15

14 सषेमी

30
सषेमी

12. आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे  
 एका वृत्तत्च्ती  
 आकाराच्ा गलासमध ष्े  
 पाणी आहषे व त्ामध्षे  
 एक धा्तूची 2 सषेमी  
 व्ासाची गोळी बुडालषेली  
 आहषे. ्तर पाण्ाचषे  
 घनफळ काढा.

जाणून घेऊया.

िंकूछेद (frustum of the cone ) 

आकृती 7.14

42 सषेमी

r1

h
l

r2
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हे लक्ात ठेवूया.

  h = शंककूछषेदाची उंची,                    l =  शंककूछषेदाची त््तरकस उंची,     
  r1  व r2  = शंककूछषेदाच्ा व्तु्मळाकार बाजूंच्ा त्रिज्ा ( r1 > r2)
  शंककूछषेदाची त््तरकस उंची   =  l   = h r r2

1 2

2+ −( )
  शंककूछषेदाचषे  वक्रपृष्ठफळ   = pl ( r1 + r2  ) 
  शंककूछषेदाचषे एककूण पृष्ठफळ = pl   (r1 + r2) + pr1

2 + pr2
2      

  शंककूछषेदाचषे घनफळ          = 1

3
 ph (r1

2 + r2
2 + r1 ´ r2)

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
उदा. (1)  एका शंककूछषेदाच्ा  आकाराच्ा बादलीची उंची 28 सषेमी आहषे. बादलीच्ा दोनही व्तु्मळाकार बाजूंच्ा 
  त्रिज्ा 12 सषेमी व 15 सषेमी आहषे्त. ्तर बादलीमध ष्े त्क्ती लीटर पाणी मावषेल? ( p = 

22

7
)

उकल  ः  बादलीच्ा व्तु्मळाकार बाजूंच्ा त्रिज्ा r1 =  15 सषेमी, r2 = 12 सषेमी 
  बादलीची उंची  h = 28 सषेमी 
  बादलीची धारक्ता = शंककूछषेदाचषे घनफळ  

   =   1

3
ph ( r1

2 +  r2
2  +  r1 ´ r2) 

   =  1

3
  ´ 22

7
 ´ 28 (152 + 122 + 15 ´ 12)

   =  22 4

3

´  ´ (225 + 144 + 180)

   =  22 4

3

´  ´  549 
   =   88   ´ 183  
   =   16104 सषेमी3  =   16.104 लीटर   
  बादलीमध्षे  16.104 लीटर  पाणी मावषेल. 

उदा. (2)  शंककूछषेदाच्ा व्तु्मळाकार भागांच्ा त्रिज्ा 14 सषेमी आत्ण 8 सषेमी आहषे्त. जर शंककूछषेदाची उंची 8 सषेमी  
  असषेल ्तर पुढील त्कम्ती काढा.   ( p= 3.14 )
  i) शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ     ii )  शंककूछषेदाचषे एककूण पृष्ठफळ   iii ) शंककूछषेदाचषे घनफळ . 
उकल  ः ्षेथषे त्रिज्ा  r1  = 14 सषेमी ,     r2  = 8 सषेमी,      उंची h  = 8 सषेमी 

  शंककूछषेदाची त््तरकस उंची l
l

l

 =
=
=

 h r r2
1 2

2

2 2
8 14 8

64 36

+ −( )

+ −( )
+         = 10 सषेमी 

आकृती 7.21

r2

r1

h l

आकृती 7.22

28 सषेमी

12 सषेमी

15 सषेमी
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  शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ = p(r1 + r2) l 
   = 3.14 ´ (14 + 8) ´ 10 
   = 690.8 चौसषेमी
  शंककूछषेदाचषे एककूण पृष्ठफळ = p(r1 + r2)l + pr1

2  + pr2
2      

   = 3.14 ´ 10 (14 + 8) + 3.14 ´ 142 + 3.14 ´ 82

   = 690.8 + 615.44 + 200.96 
   = 690.8 + 816.4
   = 1507.2 चौसषेमी 
  शंककूछषेदाचषे घनफळ = 1

3
 ph(r1

2 + r2
2 + r1 ´ r2)

   = 1

3
 ´ 3.14 ´ 8 (142 + 82 + 14 ´ 8) 

   = 3114.88 घसषेमी  

सरावसंच 7.2

1. 30 सषेमी उंची असलषेल्ा शंककूछषेदाच्ा आकाराच्ा पाण्ाच्ा बादलीच्ा व्तु्मळाकार बाजूंच्ा त्रिज्ा  
 14 सषेमी व 7 सषेमी असल्ास बादलीमध ष्े त्क्ती लीटर पाणी मावषेल? (1 लीटर = 1000 घसषेमी)
2. शंककूछषेदाच्ा व्तु्मळाकार भागांच्ा त्रिज्ा 14 सषेमी व 6 सषेमी आहषे्त व त्ाची उंची 6 सषेमी असल्ास पुढील 
 त्कम्ती काढा. (p = 3.14)
 (1) शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ.    (2)  शंककूछषेदाचषे एककूण पृष्ठफळ.   (3) शंककूछषेदाचषे घनफळ .
3. आकृ्ती 7.23 मध्षे एका शंककूछषेदाच्ा व्तु्मळाकार पा्ांचषे परीघ अनुक्रमषे 132 सषेमी व 88 सषेमी आहषे्त 
 व उंची 24 सषेमी आहषे. ्तर त्ा शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ काढण्ासाठी खालील कृ्ती पूण्म करा. (p = 22

7
)

 परीघ1 = 2pr1 = 132

          r1 = 
132
2p

 =  सषेमी

 परीघ2 = 2pr2 = 88

          r2 = 
88
2p

 =  सषेमी

आकृती 7.23

r2

r1

24 सषेमी
 शंककूछषेदाची त््तरकस उंची   = l

    l = h r r2
1 2

2+ −( )

    l = 
2 2

+

    l =  सषेमी
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आक्ृतीमधील  केंद्री् कोनामुळषे व्तु्मळक्षेरिाचषे दोन भागां्त 

त्वभाजन झालषेलषे आहषे. ् ा प्रत ष्ेक भागाला व्तु्मळपाकळी 

महण्ता्त. 

व्तु्मळाच्ा दोन त्रिज्ा आत्ण त्ांची टोके जोडणाऱ्ा 

व्तु्मळकंसानषे म्ा्मत्द्त केलषेल्ा भागास व्तु्मळपाकळी 

महण्ता्त.

आकृ्तीमध्षे O –PMQ आत्ण O-PBQ ्ा दोन 

व्तु्मळपाकळ्ा आहषे्त. 

qP

O

Q

B

M

आकृती 7.25

 शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ = p(r1+ r2)l

   = p ´  ´ 
   =  चौसषेमी  

जरा आठवूया.

सोब्तच्ा आकृ्तीवरून सारणी पणू्म करा.
कंसाचा प्रकार कंसाचषे नाव कंसाचषे माप
लघुव्तु्मळकंस कंस AXB .................

................. कंस AYB .................

जाणून घेऊया.

वतु्मळपाकळी  (Sector of a circle)

A

X

100°
B

Y

O
आकृती 7.24

लघु वतु्मळपाकळी (Minor sector) ः

दोन त्रिज्ा व त्ांच्ा संग्त लघुकंसानषे म्ा्मत्द्त केलषेल्ा पाकळीस लघुव्तु्मळपाकळी असषे महण्ता्त.      

आकृ्तीमध ष्े O–PMQ  ही लघुव्तु्मळपाकळी आहषे. 

शविाल वतु्मळपाकळी (Major  sector) ः    

दोन त्रिज्ा व संग्त त्वशालकंसानषे म्ा्मत्द्त केलषेल्ा पाकळीस  त्वशालव्तु्मळपाकळी असषे महण्ता्त. आक्ृतीमध्षे   

O-PBQ ही त्वशालव्तु्मळपाकळी आहषे. 
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आकृती 7.26

q = 360° 

q
r

A1 = pr2 

q = 180°

q
r

A2 = 1

2
 pr2

q = 90°

q
r

A3 = 1

4
 pr2

q = 60°

q
r

A4 = 1

6
 pr2

वतु्मळपाकळीचे क्ेरिफळ (Area of a sector)

खालील आकृत्ां्त दाखवल्ाप्रमाणषे समान त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळांच्ा छा्ांत्क्त भागांच्ा क्षेरिफळांचषे 
त्नरीक्ण करा व खालील सारणी पणू्म करा. 

  व्तु्मळाच्ा केंद्री् कोनाचषे माप = 360° = पूण्म कोन

व्तु्मळाचा केंद्री् कोन = 360° , व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ = pr2

व्तु्मळ 
पाकळी

व्तु्मळपाकळीच्ा कंसाचषे माप
q

360
व्तु्मळ पाकळीचषे क्षेरिफळ

A
A1 360° 360

360
1= 1 ´ pr2

A2 180° 1

2

1

2
  ´ pr2

A3 90° 1

4

1

4
  ´ pr2

A4 60° ................ .............

A q q
360

q
360

  ´ pr2

सारणीवरून लक्ा्त ् षे्तषे की, व्तु्मळाच्ा क्षेरिफळास q
360

 नषे गुणल्ास, कंसाचषे माप q असलषेल्ा व्तु्मळपाकळीचषे 
क्षेरिफळ त्मळ्तषे. हषे सूरिरूपा्त पुढीलप्रमाणषे त्लत्ह्ता ्षे्तषे.

  व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ (A) = q
360

 ´ pr2

               ्ा सूरिावरून A

π
θ

r 2 360
=      ; महणजषेच 

व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ

व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ
 = q

360
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आकृती 7.27

वतु्मळकंसाची लांबी (Length of an arc)
खाली दाखवल्ाप्रमाणषे समान त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळांच्ा ठळक केलषेल्ा व्तु्मळकंसांच्ा लांबींचषे त्नरीक्ण 

करा व खालील सारणी पणू्म करा.

q = 360° 

 
  l1 = 2pr

q = 180°

l2 = 1

2
 ´ 2pr

q = 90°

l3 = 1

4
 ´ 2pr

q = 60°

l4 = 1

6
 ´ 2pr

q q
q q

l1 l2
l3

l4

व्तु्मळाचा परीघ = 2pr
व्तु्मळकंसांची 

लांबी
व्तु्मळकंसाचषे माप

(q)
q

360
व्तु्मळकंसाची लांबी

(l)

l1 360°
360

360
1= 1 ´ 2pr

l2 180°
180

360
 = 1

2

1

2
  ´ 2pr

l3 90°
90

360
  = 1

4

1

4
  ´ 2pr

l4 60° ................ .............

l q
q

360

q
360

  ´ 2pr

वरील आकृ्तीबंधावरून लक्ा्त ्षे्तषे की, व्तु्मळाच्ा पररघाला q
360

  नषे गुणल्ास, कंसाचषे माप q असलषेल्ा 
व्तु्मळकंसाची लांबी त्मळ्तषे. हषेच सूरिरुपा्त पुढीलप्रमाणषे त्लत्ह्ता ्षे्तषे.

  व्तु्मळकंसांची लांबी (l) = q
360

 ´ 2pr

  ्ा सूरिावरून,

                \ 
l

r2 360π
θ

=

       
व्तु्मळकंसाची लांबी

परीघ
 = q

360



152

  वतु्मळकंसाची लंाबी आशण वतु्मळपाकळीचे क्ेरिफळ यांतील संबंध

  व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ     A = q
360

 ´ pr2 .......... I

  ्तसषेच व्तु्मळकंसाची लांबी (l) = q
360

 ´ 2pr 

    \ 
θ

π360 2
=
l

r   .......... II

      A = l
r

r
2

2

π
π×  .......... I व II वरून

    A = 1

2
 lr  = lr

2   

    \ व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ = 
व्तु्मळकंसाची लांबी ´ त्रिज्ा

2

   ्तसषेच A

π π
θ

r

l

r2 2 360
= =

 
��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  21 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा  
  व्तु्मळपाकळीच्ा कोनाचषे माप 150°  
  असल्ास व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ व  
  संग्त व्तु्मळकंसाची लांबी काढा.

A B
O

21
150°

उकल ः ्षेथषे r = 21सषेमी, q = 150, p = 22

7
  
  व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ (A) = q

360
 ´ pr2

    = 150

360

22

7
21 21´ ´ ´

    = 1155

2
 सषेमी2  = 577.5 सषेमी2

  व्तु्मळकंसाची लांबी = l = q
360

 ´ 2pr
   
    = 150

360
2

22

7
21´ ´ ´

    = 55 सषेमी

आकृती 7.28
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उदा. (2)  आकृ्तीमध्षे, व्तु्मळाचषे केंद्र P आत्ण  
  व्तु्मळाची त्रिज्ा 6 सषेमी आहषे. रषेख QR  ही 
  व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे.  PR = 12 सषेमी  
  असल्ास छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ  
  काढा. ( 3  = 1.73)

उकल ः व्तु्मळाच्ा सपश्मत्बंदू्तून काढलषेली त्रिज्ा सपत्श्मकेला लंब अस्तषे.
  \ D PQR मध्षे, Ð PQR = 90°,  PQ = 6 सषेमी, PR = 12 सषेमी  
  \ PQ = PR

2

  जर काटकोन त्रिकोणाची एक बाजू कणा्मच्ा त्नमम्ा लांबीची असषेल ्तर त्ा बाजूसमोरील 
  कोनाचषे माप 30° अस्तषे.
  \ Ð R = 30° आत्ण Ð P = 60°
  30°-60°-90° प्रमषे्ानषे, QR = 3

2
 ´ PR = 3

2
 ´ 12 = 6 3

  QR = 6 3  सषेमी
           \ A(D PQR) = 1

2
 QR ´ PQ

                     = 1

2
 ´ 6 3  ´ 6

                     = 18 3  = 18 ´ 1.73
                     = 31.14 सषेमी2

             व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ = q
360

 ´ pr2

          \ A(P-QAB) = 60

360
3 14 62´ ´.

     = 1

6
3 14 6 6´ ´ ´.    = 3.14 ´ 6

     = 18.84 सषेमी2 
  छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ = A(D PQR) - A(P-QAB)
    = 31.14 - 18.84
    = 12.30 सषेमी2

  छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ = 12.30 सषेमी2

P

Q
A

B 12

R
6

आकृती 7.29
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उदा. (3)  त्दलषेल्ा आकृ्ती्त, ABCD ्ा चौरसाची प्रत्षेक बाजू 7 सषेमी आहषे. त्बंदू D हषे केंद्र मानून DA त्रिज ष्ेनषे  
  काढलषेली व्तु्मळपाकळी D - AXC आहषे, ्तर छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ काढण्ासाठी ररकाम्ा  
  चौकटी भरून उदाहरण पणू्म करा.

उकल ः  चौरसाचषे क्षेरिफळ =  (सरूि)

     = 

     = 49 चौसषेमी

  व्तु्मळपाकळी (D- AXC) चषे क्षेरि =  (सूरि)

     = 
360

 ´ 22

7
 ´ 

     = 38.5 चौसषेमी

   रषेखांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ =  चषे क्षेरिफळ -  चषे क्षेरिफळ

    =  चौसषेमी -  चौसषेमी

    =  चौसषेमी

सरावसंच 7.3

1. व्तु्मळाची त्रिज्ा 10 सषेमी आहषे. व्तु्मळकंसाचषे  माप 54° असल्ास त्ा कंसानषे म्ा्मत्द्त केलषेल्ा  
 व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ काढा. (p =3.14 )

2. एका व्तु्मळकंसाचषे माप 80° आत्ण त्रिज्ा 18 सषेमी आहषे, ्तर त्ा व्तु्मळकंसाची लांबी शोधा.  (p =3.14 )

3. व्तु्मळपाकळीची त्रिज्ा 3.5 सषेमी असून त््तच्ा व्तु्मळकंसाची लांबी 2.2 सषेमी आहषे, ्तर व्तु्मळपाकळीचषे  
 क्षेरिफळ काढा.

4. व्तु्मळाची त्रिज्ा 10 सषेमी आहषे , त्ाच्ा एका व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ 100 चौसषेमी आहषे, ्तर त््तच्ा संग्त  
 त्वशाल व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ काढा. (p =3.14 )

5. 15 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा एका व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ 30 चौसषेमी असषेल ्तर संबतं्ध्त व्तु्मळकंसाची लांबी  
 काढा.

X

A B

CD 7 सषेमी

6. शषेजारील आक्ृती्त व्तु्मळाची त्रिज्ा 7 सषेमी आहषे  
 आत्ण m(कंस MBN)= 60° 
 ्तर (1) व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ काढा .
     (2) A(O - MBN) काढा.
     (3) A(O - MCN) काढा.

O

B

C

60°

M N

आकृती 7.30

आकृती 7.31
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7. 3.4 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळपाकळीची पररत्म्ती  
 12.8 सषेमी आहषे ्तर व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ काढा.

8. आकृ्तीमध ष्े, त्बंदू O हषे व्तु्मळपाकळीचषे केंद्र आहषे.   
 Ð ROQ = Ð MON = 60°, OR = 7 सषेमी,  
 OM = 21 सषेमी, ्तर कंस RXQ व कंस MYN ची  
 लांबी काढा. (p = 22

7
)

9. आकृ्ती्त A(P-ABC) = 154 चौसषेमी आत्ण 
 व्तु्मळाची त्रिज्ा 14 सषेमी असषेल, ्तर 
 (1) Ð APC चषे माप काढा. 
 (2) कंस ABC ची लांबी काढा.  

P

A
B

C

P

A B C
3.4 सषेमी

X

Q

YO

R
M

N

10. व्तु्मळपाकळीची त्रिज्ा 7 सषेमी आहषे. जर व्तु्मळपाकळीच्ा कंसांची मापषे पुढीलप्रमाणषे अस्तील, ्तर त्ा  
 व्तु्मळपाकळ्ांची क्षेरिफळषे काढा. 
 (1) 30°   (2) 210°           (3) 3 काटकोन 
11. लघुव्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ 3.85 चौसषेमी व संग्त केंद्री् कोनाचषे माप 36°  असल्ास त्ा व्तु्मळाची  
 त्रिज्ा काढा. 

12. आकृ्ती्त  c PQRS हा आ््त असून PQ = 14 सषेमी,  
 QR = 21 सषेमी, ्तर आकृ्ती्त दाखत्वलषेल्ा x, y आत्ण z  

 ्ा प्रत ष्ेक भागाचषे क्षेरिफळ काढा.  

L

NM

13. D LMN हा समभुज त्रिकोण आहषे.LM = 14 सषेमी.  
 त्रिकोणाचा प्रत्षेक त्शरोत्बंदू केंद्रत्बंदू मानून व 7 सषेमी त्रिज्ा  
 घषेऊन आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे ्तीन व्तु्मळपाकळ्ा  
 काढल्ा. त्ावरून, 
 (1) A (D LMN) = ? 
 (2) एका व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ काढा. 
 (3) ्तीन व्तु्मळपाकळ्ांचषे एककूण क्षेरिफळ काढा.
 (4) रषेखांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ काढा. 

आकृती 7.32

आकृती 7.33

आकृती 7.34

आकृती 7.35

आकृती 7.36

P

Q

x
y

z

R

S

A

B
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  व्तु्मळखंड PXQ चषे क्षेरिफळ = व्तु्मळपाकळी (O - PXQ) चषे क्षेरिफळ - D OPQ चषे क्षेरिफळ

                                                    = q
360

 ´ pr2 - D OPQ चषे क्षेरिफळ ---------- (I) 

   आकृ्ती्त  D OPQ मध्षे, रषेख PT हा बाजू OQ वर टाकलषेला लंब आहषे. 

  काटकोन D OTP  मध्षे,    sin q  = PT

OP
 

P
X

Q

Y

O आक्ृतीमध्षे  PXQ हा लघुव्तु्मळखंड आहषे. ्तर 
व्तु्मळखंड  PYQ हा त्वशालव्तु्मळखंड आहषे.

लघुव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ कसषे काढ्ता ्षेईल?
व्तु्मळकेंद्र O पासून OP व OQ ्ा दोन त्रिज्ा 

काढू. ्तुमहाला व्तु्मळपाकळी O-PXQ चषे क्षेरिफळ 
काढ्ता ्षे्तषे. ्तसषेच D OPQ चषे क्षेरिफळही काढ्ता ्षे्तषे. 
व्तु्मळपाकळीच्ा क्षेरिफळा्तून त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ वजा 
केलषे की व्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ त्मळषेल. 

आकृती 7.39

आकृती 7.38

P Q

r
O

T

X

जाणून घेऊया.

वतु्मळखंड (segment of a circle) 

व्तु्मळखंड महणजषे जीवा व संग्त व्तु्मळकंस ्ांनी म्ा्मत्द्त केलषेला भाग हो्.

लघुवतु्मळखंड ः जीवा व लघुव्तु्मळकंस ्ांनी म्ा्मत्द्त केलषेल्ा भागास
  लघुव्तु्मळखंड महण्ता्त. आक्ृती्त व्तु्मळखंड AXB हा लघुव्तु्मळखंड आहषे.

शविालवतु्मळखंड  ः जीवा व त्वशाल व्तु्मळकंस ् ांनी म्ा्मत्द्त केलषेल्ा भागास त्वशाल व्तु्मळखंड महण्ता्त. आक्ृती्त  
  व्तु्मळखंड AYB हा त्वशाल व्तु्मळखंड आहषे.    

अध्मवतु्मळखंड  ः  व्ासामुळषे ्त्ार होणाऱ्ा व्तु्मळखंडाला अध्मव्तु्मळखंड महण्ता्त. 

वतु्मळखंडाचे क्ेरिफळ (Area of a Segment)

X

Y

A B

O
त्वशाल

व्तु्मळखंड

लघुव्तु्मळखंड

आकृती 7.37
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   \ PT = OP ´ sin q
       PT = r sin q  ( OP = r)
  D OPQ चषे क्षेरिफळ = 1

2
 ´ पा्ा ´ उंची 

   = 1

2
 ´ OQ ´ PT

   = 1

2
 ´ r ´ r sin q 

                  = 1

2
 ´ r2 sin q ---------------- (ii) 

  (I)  व (II) वरून, 
  व्तु्मळखंड PXQ चषे क्षेरिफळ = q

360
 ´ pr2 - 1

2
 r2 sin q

  

                              = r2  pq
360 - sinq

2

  (आपण लघुकोनांचीच साइन गुणोत्तरषे त्शकलो आहो्त. महणून q हषे माप 90° त्कंवा त्ापषेक्ा कमी  
  अस्तानाच हषे सूरि वापर्ता ्षेईल, हषे लक्ा्त घ्ा.)
 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

रीत I ः 
 r = 12, q = 30°, p = 3.14
 व्तु्मळपाकळी O-AXB चषे 
 क्षेरिफळ = q

360
 ´ pr2

   = 30

360
 ´ 3.14 ´ 122

   = 3.14 ´ 12

   = 37.68 चौसषेमी

उदा. (1) आकृ्ती्त Ð AOB = 30°, OA = 12 सषेमी  
  ्तर लघुव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ काढा.
  (p = 3.14 घ्ा.) P

X

12

A B

30°

O

 A(D OAB) = 1

2
 r2 ´ sin q

    = 1

2
 ´ 122 ´ sin 30

    = 1

2
 ´ 144 ´ 1

2

       .....( sin 30 = 1

2
)

    = 36 चौसषेमी

आकृती 7.40
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 व्तु्मळखंड AXB चषे क्षेरिफळ = व्तु्मळपाकळी (O - AXB) चषे क्षेरिफळ - A(D OAB)
          = 37.68 - 36 
          = 1.68 चौसषेमी

रीत II ः
  व्तु्मळखंड AXB चषे क्षेरिफळ = r2  pq

360 - sinq
2

   = 12
3 14 30

360

30

2
2 . sin×

−





   = 144
3 14

12

1

2 2

.
−

×






   = 144

4

3 14

3
1

.
−





   = 36
3 14 3

3

. −





   = 36

3
0 14´ .  = 12 ´ 0.14

   = 1.68 चौसषेमी.

उदा. (2)  P केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळाची त्रिज्ा 10 सषेमी आहषे. जीवा AB नषे व्तु्मळकेंद्राशी काटकोन केलषेला असल्ास  
  लघुव्तु्मळखंडाचषे व त्वशालव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ काढा. (p = 3.14)
उकल ः r = 10 सषेमी, q = 90, p = 3.14
  व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरि = q

360
 ´ pr2

      = 90

360
´ 3.14 ´ 102

      = 1

4
 ´ 314

      = 78.5 चौसषेमी

          A(DAPB) = 1

2
 ´ पा्ा ´ उंची

      = 1

2
 ´ 10 ´ 10

      = 50 चौसषेमी
  लघुव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ = व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ - त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ
      = 78.5 - 50
      = 28.5 चाैसषेमी

P

X
A B

आकृती 7.41
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  त्वशालव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ = व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ - लघुव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ
      = 3.14 ´ 102 - 28.5
      = 314 - 28.5
      = 285.5 चाैसषेमी

उदा. (3)  14 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळा्त एक सुसम षट् कोन अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला असल्ास षट् कोनाच्ा  
  बाहषेरील व व्तु्मळाच्ा आ्तील भागाचषे क्षेरिफळ काढा. (p = 22

7
, 3  = 1.732)

उकल ः सुसम षट् कोनाची बाजू = सुसम षट् कोनाच्ा पररव्तु्मळाची त्रिज्ा
  \ सुसम षट ्कोनाची बाजू = 14 सषेमी
    सुसम षट् कोनाचषे क्षेरिफळ = 6 ´ 3

4
 ´ (बाजू)2

      = 6 ´ 3

4
 ´ 142

      = 509.208 चौसषेमी

   व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ = pr2 

      = 22

7
 ´ 14 ´ 14

      = 616 चौसषेमी
  षट् कोनाच्ा बाहषेरील व व्तु्मळाच्ा आ्तील भागाचषे क्षेरिफळ = व्तु्मळाचषे क्षेरि. - सुसम षट् कोनाचषे क्षेरि.
       = 616 - 509.208   
       = 106.792 चौसषेमी

सरावसंच 7.4

आकृती 7.42

आकृती 7.43

आकृती 7.44

 आकृ्ती 7.44 मध ष्े O हषे व्तु्मळकेंद्र आहषे. 
 m(कंस PQR) = 60°, OP = 10 सषेमी, 
 ्तर छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ काढा. 
 (p = 3.14, 3  = 1.73)

P Q

O

R
2.

1. आकृ्तीमध्षे A केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळा्त  
 Ð ABC = 45°, AC = 7 2  सषेमी, ्तर  
 व्तु्मळखंड BXC चषे क्षेरिफळ काढा.
 (p = 3.14, 2  = 1.41)

X

A

B C

45°7 2 7 2
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3. A केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळा्त Ð PAR = 30°  
 AP = 7.5 ्तर, व्तु्मळखंड PQR चषे क्षेरिफळ  
 काढा. (p = 3.14)

केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळा्त PQ ही जीवा आहषे.  
Ð POQ = 90°, आत्ण छा्ातं्क्त भागाचषे क्षेरिफळ 
114 चौसषेमी आहषे, ्तर व्तु्मळाची त्रिज्ा काढा. 
(p = 3.14)

5. 15 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळाची PQ ही जीवा व्तु्मळाच्ा केंद्राशी 60° चा कोन कर्तषे. त्ा जीवषेमुळषे  
 झालषेल्ा त्वशालव्तु्मळखंड आत्ण लघुव्तु्मळखंड ्ांची क्षेरिफळषे काढा. (p = 3.14, 3  = 1.73)

संकीण्म प्रशनसंग्रह 7

1. खाली शदलेलया पया्मयांमधून अचूक पया्मय शनवडा.
 (1) जर व्तु्मळाचा परीघ व व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ ्ांचषे गुणोत्तर 2ः7 असषेल ्तर व्तु्मळाचा परीघ त्क्ती?

  (A) 14p (B) 7p  (C) 7p (D) 14
p

 (2) 44 सषेमी लांबी असलषेल्ा व्तु्मळकंसाचषे माप 160° असषेल ्तर त्ा व्तु्मळाचा परीघ त्क्ती?
  (A) 66 सषेमी (B) 44 सषेमी (C) 160 सषेमी (D) 99 सषेमी

 (3) कंसाचषे माप 90° आत्ण त्रिज्ा 7 सषेमी असलषेल्ा व्तु्मळपाकळीची पररत्म्ती काढा.
  (A) 44 सषेमी (B) 25 सषेमी (C) 36 सषेमी (D) 56 सषेमी

 (4) ्तळाची त्रिज्ा 7 सषेमी व उंची 24 सषेमी असलषेल्ा शंककूचषे वक्रपृष्ठफळ त्क्ती?
  (A) 440 सषेमी2 (B) 550 सषेमी2 (C) 330 सषेमी2 (D) 110 सषेमी2

 (5) 5 सषेमी त्रिज्षेच्ा वृत्तत्च्तीचषे वक्रपृष्ठफळ 440 सषेमी2 असल्ास त्ा वृत्तत्च्तीची उंची त्क्ती?
  (A) 44

p
 सषेमी (B) 22p सषेमी (C) 14 p सषेमी (D) 22

p
 सषेमी

 (6) एक शंककू त्व्तळवून त्ाच्ा ्तळाच्ा त्रिज ष्ेएवढ्ाच त्रिज्षेची वृत्तत्च्ती ्त्ार केली. जर  
  वृत्तत्च्तीची उंची 5 सषेमी असषेल ्तर शंककूची उंची त्क्ती?
  (A) 15 सषेमी (B) 10 सषेमी (C) 18 सषेमी (D) 5 सषेमी

P
Q

A

R

P

QO

R

आकृती 7.45

आकृती 7.46

4.
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 (7) 0.01 सषेमी बाजू असलषेल्ा घनाचषे घनफळ त्क्ती घसषेमी?
  (A) 1 (B) 0.001 (C) 0.0001 (D) 0.000001
 (8) एक घनमीटर घनफळ असलषेल्ा घनाच्ा बाजूची लांबी त्क्ती?
  (A) 1 सषेमी (B) 10 सषेमी (C) 100 सषेमी (D) 1000 सषेमी

2. एका शंककूछषेदाच्ा आकाराच्ा कपडषे धुण्ाच्ा टबची उंची 21  सषेमी आहषे. टबच्ा दोनही व्तु्मळाकार बाजूंच्ा  
 त्रिज्ा 20 सषेमी व 15 सषेमी आहषे्त. ्तर टबमध्षे त्क्ती लीटर पाणी मावषेल?  (p = 22

7
)

3«. प्लॅखसटकच्ा 1 सषेमी त्रिज्षेच्ा लहान गोळ्ा त्व्तळवून वृत्तत्च्ती आकाराची नळी ्त्ार केली. नळीची  
 जाडी 2 सषेमी उंची 90 सषेमी व बाह्यत्रिज्ा 30 सषेमी असषेल ्तर त्ा नळीसाठी त्क्ती गोळ्ा त्व्तळवल्ा  
 अस्तील?

4. लांबी 16 सषेमी, रुंदी 11 सषेमी व उंची 10 सषेमी असलषेल्ा धा्तूच्ा इखष्टकात्च्तीपासून ज्ाची जाडी  
 2 त्ममी आहषे व व्ास 2 सषेमी आहषे अशी काही नाणी ्त्ार केली, ्तर त्क्ती नाणी ्त्ार हो्तील?

5. एका रोलरचा व्ास 120 सषेमी आत्ण लांबी 84 सषेमी आहषे. एक मैदान एकदा सपाट करण्ासाठी रोलरचषे  
 200 फेरषे पणू्म हो्ता्त. ्तर 10 रुप्षे प्रत््त चौरस मीटर ्ा दरानषे ्तषे मैदान सपाट करण्ाचा एककूण खच्म काढा.

6. व्ास 12 सषेमी व जाडी 0.01 मीटर असलषेला एक धा्तूचा पोकळ  गोल आहषे. ्तर त्ा गोलाच्ा बाहषेरील  
 भागाचषे पृष्ठफळ काढा व धा्तूची घन्ता 8.88 ग्लॅम प्रत््त घनसेंत्टमीटर असल्ास त्ा गोलाचषे वस्तुमान  
 काढा.

7. एका लंबवृत्तत्च्तीच्ा आकाराच्ा बादलीचा ्तळाचा व्ास 28 सषेमी व उंची 20 सषेमी आहषे. ही बादली  
 वाळूनषे पूण्म भरली आहषे. त्ा बादली्तील वाळू जत्मनीवर अशा री्तीनषे ओ्तली, की वाळूचा शंककू ्त्ार  
 होईल. वाळूच्ा शंककूची उंची 14 सषेमी असषेल ्तर शंककूच्ा ्तळाचषे क्षेरिफळ काढा.

8. एका धा्तूच्ा गोळ्ाची त्रिज्ा 9 सषेमी आहषे. ्तो गोल त्व्तळवून 4 त्ममी व्ासाची धा्तूची ्तार काढली, ्तर  
 त्ा ्तारषेची लांबी त्क्ती मीटर असषेल?

9. 6 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा एका व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ 15p सषेमी2 आहषे, ्तर त्ा पाकळीच्ा  
 कंसाचषे माप काढा व व्तु्मळकंसाची लांबी काढा.

10. 

आकृती 7.47

आकृ्ती्त P हा व्तु्मळाचा केंद्र असून रषेख AB ही जीवा 
आहषे. PA = 8 सषेमी आत्ण जीवा AB व्तु्मळकेंद्रापासून  
4 सषेमी अं्तरावर असषेल, ्तर रषेखांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ 
काढा. (p = 3.14,   3  = 1.73)A

P

B
8 4
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11.	 वर्तुळपाकळी	A-PCQ	मध्ये		c ABCD	हा	 
	 चौरस	आहये.	C	-	BXD	् ा	पाकळीची	त्रिज्ा 
	 20	 सयेमी	 असयेल	 रर	 रयेखांत्कर	 भागाचये	 
	 क्येरिफळ	काढण्ासाठी	खालील	कृरी	करा.

उकल  ः	 चौरस	ABCD	ची	बाजू	=	वर्तुळपाकळी	C	-	BXD	ची	त्रिज्ा	=	 	सयेमी

	 चौरसाचये	क्येरिफळ	=	बाजू2	=	
2
	=	 	.....	(I)

	 चौरसारील	रयेखांत्कर	भागाचये	क्येरिफळ	
	 =	चौरस	ABCD	चये	क्येरिफळ	-	वर्तुळपाकळी	C	-	BXD	चये	क्येरिफळ

	 =	  -	 θ
360

 ´ pr2

	 =	  -	 90
360

 ´ 3.14
1

 ´ 400
1

	 =	  -	314

	 =	

	 मोठ्ा	वर्तुळपाकळीची	त्रिज्ा	=	चौरस	ABCD	च्ा	करातुची	लांबी

	 	 						=	20 2

	 मायेठ्ा	वर्तुळपाकळीरील	चौरसाबाहयेरील	रयेखातं्कर	भागाचये	क्येरिफळ

	 =	वर्तुळपाकळी	A	-	PCQ	चये	क्येरिफळ	-	चौरस	ABCD	चये	क्येरिफळ

	 =	A(A	-	PCQ)	-	A(c ABCD)	

	 =	 θ
π

360
2× ×






r 	-	

2

	 =	 90
360

 ´	3.14	(20 2 )2	-	(20)2

	 =	 	-	

	 =	

 \ रयेखांत्कर	भागाचये	एकूर	क्येरिफळ	=	86	+	228	=	314	चौसयेमी

आकृती 7.48
A

P

B

Q

X

C

D
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O	आत्र	P	केंद्र	असलयेली	वर्तुळये	 त्बंदू	A	मध्ये	आरून	
सपरतु	कररार.	जर,	BQ	=	9,	DE	=	5,	रर	वर्तुळाच्ा	
त्रिज्ा	रोधण्ासाठी	खालील	कृरी	करा.

उकल  ः	 मोठ्ा	वर्तुळाची	त्रिज्ा	R	मानू.
लहान	वर्तुळाची	त्रिज्ा	r	मानू.
OA,	OB,	OC	आत्र	OD	्ा	मोठ्ा	वर्तुळाच्ा	त्रिज्ा	

 \	OA	=	OB	=	OC	=	OD	=	R				
													PQ	=	PA	=	r

OQ	=	OB	-BQ	=	

OE	=	OD	-	DE	=	

P	केंद्र	असलयेल्ा	वर्तुळार	दोन	जीवांच्ा	आंररत्वभाजनाच्ा	ग्रधमातुन्सार
	OQ	´	OA	=	OE	´ OF

 ´ R	=	  ´   	( OE	=	OF)

				R2	-	9R	=	R2	-	10R	+	25

R	=	

											AQ	=	2r	=	AB	-	BQ	

													2r	=	50	-	9	=	41

															r	=	  =	

rrr

आकृती 7.49

A
PO

E

F

B Q

C

D
5

9

12.
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उततरसूची
प्रकरण 1 समरूपता

सरावसंच 1.1

1. 3

4
   2. 1

2
   3. 3  4. 1ः1  5. (1) BQ

BC
 , (2) PQ

AD
 , (3) 

BC

DC
 , (4) DC  AD

QC  PQ

´
´

 

सरावसंच 1.2
1. (1) दुभाजक आहषे.              (2) दुभाजक नाही.          (3) दुभाजक आहषे. 

2. PN

NR
=

PM

MQ
=

3

2
, महणून रषेषा NM || बाजू RQ  3. QP = 3.5   5. BQ = 17.5 

6. QP = 22.4  7. x = 6 ; AE = 18   8. LT = 4.8  9. x = 10 

10. पक्, XQ, PD, पक्, 
XR
RF

 = 
XQ
QE

 , प्रमाणाचषे मूलभ्ूत प्रमषे्, 
XP
PD

 = 
XR
RF

सरावसंच 1.3
1. D ABC ~ D EDC कोको कसोटी  2. D PQR ~ D LMN ; बाबाबा समरूप्ता कसोटीनुसार
3. 12 मीटर    4. AC = 10.5   6. OD = 4.5 

सरावसंच 1.4

1. क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर = 9 ः 25   2. PQ2  , 4

9
    3. A(D PQR)  , 4

5
 

4. MN = 15   5. 20 सषेमी   6. 4 2

7. PF ; x  + 2x ; Ð FPQ ; Ð FQP ; DF

PF

2

2 ; 20 ; 45 ; 45  - 20 ; 25 चौरस एकक  

संकीण्म प्रशनसंग्रह 1

1. (1) (B),   (2) (B),  (3) (B),  (4) (D),  (5) (A)

2. 7

13
, 7

20
, 13

20
  3. 9 सषेमी   4. 3

4
    5. 11 सषेमी  6. 25

81
   7. 4 

8. PQ = 80, QR = 280

3
, RS = 320

3
   9. 

PM
MQ

 = 
PX
XQ

 , 
PM
MR

 = 
PY
YR

 ,

10. AX
XY

 = 
3

2
     12. 3

2
, 3 2

2

+ , 5

3
, को-को  , 5

3
, 15

प्रकरण 2 पायरागोरसचे प्रमेय

सरावसंच 2.1
1. पा्थागोरसची त्रिकुटषे ; (1), (3), (4), (6)  2. NQ = 6   3. QR = 20.5 
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4. RP = 12, PS = 6 3   5. एिरूप िोनासमोरील िाजू  ,  45° ,  
1

2 ,  
1

2 , 
1

2 ,  2

6. िाजू = 5 2  सयेमी, पररकमती = 20 2  सयेमी 7. (1) 18 (2) 4 13  (3) 6 13    8. 37 सयेमी  
10. 8.2 मी.

िराििंच 2.2
1. 12  2. 2 10   4. 18 सयेमी 

िंकीणशि प्रशनिंग्रह 2
1. (1) (B),   (2) (B),   (3) (A),   (4) (C),   (5) (D),   (6) (C),   (7) (B),   (8) (A). 
2. (1) a 3 , (2) िाटिोन करििोण होईल.     (3) 61 सयेमी,     (4) 15 सयेमी,     (5) x 2 ,     (6) Ð PRQ.
3. RS = 6 सयेमी, ST = 6 3  सयेमी  4. 20 सयेमी   5. िाजू = 2 सयेमी, पररकमती = 6 सयेमी 
6. 7   7. AP = 2 7  सयेमी  10. 7.5 किमी / तास    12. 8 सयेमी   14. 8 सयेमी
15. 192 चौरस एिि  17. 58    18. 26

प्रकरण 3 ित्शिळ

िराििंच 3.1
1. (1) 90°, सपकशभािा करिज्ा प्रमये् (2) 6 सयेमी ; िारण लंिांतर  (3) 6 2  सयेमी (4) 45°
2. (1) 5 3  सयेमी (2) 30° (3) 60° 4. 9 सयेमी

िराििंच 3.2
1. 1.3 सयेमी  2. 9.7 सयेमी  4. (3) 110°  5. 4 6  सयेमी

िराििंच 3.3
1. m(िंस DE) = 90°, m(िंस DEF) = 160° 

िराििंच 3.4
1. (1) 60° (2) 30° (3) 60° (4) 300°  2. (1) 70° (2) 220° (3) 110° (4) 55°
3. ÐR = 92°; ÐN = 88°   7. 44°   8. 121°

िराििंच 3.5
1. PS = 18; RS = 10,   2. (1) 7.5  (2) 12 कििंा 6 
3. (1) 18 (2) 10 (3) 5  4. 4    

िंकीणशि प्रशनिंग्रह 3
1. (1) D     (2) B     (3) B     (4) C     (5) B     (6) D     (7) A     (8) B     (9) A     (10) C.
2. (1) 9 सयेमी    (2) ितुभाळाच्ा अंतभाभागात (3) 2 किंदू, 12 सयेमी 
3. (1) 6   (2) ÐK = 30°; ÐM = 60°  5. 10  6. (1) 9 सयेमी (2) 6.5 सयेमी 
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(3) 90° ; MS ः SR = 2 ः 1  9. 4 3  सषेमी  
13. (1) 180°  (2) Ð AQP @ Ð ASQ @ Ð ATQ 
(3) Ð QTS @ Ð SQR @ Ð SAQ  (4) 65°, 130° (5) 100°  14.(1) 70° 
(2) 130° (3) 210°  15. (1) 56°  (2) 6      (3) 16 त्कंवा 9 16. (1) 15.5° 
(2) 3.36 (3) 6  18. (1) 68° (2) OR = 16.2, QR = 13 (3) 13  21. 13 

प्रकरण 4 भौशमशतक रचना

संकीण्म प्रशनसंग्रह 4
1. (1) C (2) A   (3) A

प्रकरण 5 शनदछेिक भूशमती

सरावसंच 5.1
1. (1) 2 2  (2) 4 2   (3) 11

2
  (4) 13  (5) 20  (6) 29

2
 

2. (1) एकरषेषी् आहषे्त. (2) एकरषेषी् नाही्त.  (3) एकरषेषी् नाही्त. (4) एकरषेषी् आहषे्त. 

3. (-1, 0)   7. 7 त्कंवा -5

सरावसंच 5.2

1. (1, 3) 2. (1) − −







1

3

1

3
,  (2) 

4

7

11

7
,−






    (3) 0

13

3
,






   3. 2ः7      4. (-6, 3)

5. 2ः5, k = 6  6. (11, 18)    7. (1) (1, 3)     (2) (6, -2)     (3) 19

3

22

3
,






  

8. (-1, -7)  9. h = 7, k = 18 10. (0, 2) ; (-2, -3)  

11. (-9, -8), (-4, -6), (1, -4)   12. (16, 12), (12, 14), (8, 16), (4, 18)

सरावसंच 5.3
1. (1) 1 (2) 3   (3) चढ ठरव्ता ्षे्त नाही. 

2. (1) 2  (2) -
3

8
  (3) 

5

2
  (4) 

5

4
  (5) 1

2
  (6) चढ ठरव्ता ्षे्त नाही.

3. (1) एकरषेषी् आहषे्त. (2) एकरषेषी् आहषे्त. (3) एकरषेषी् नाही्त. (4) एकरषेषी् आहषे्त.
    (5) एकरषेषी् आहषे्त. (6) एकरषेषी् आहषे्त. 

4. -5; 1

5
; -

2

3
  6. k = 5 7. k = 0 8. k = 5

संकीण्म प्रशनसंग्रह 5
1. (1) D  (2) D  (3) C  (4) C  
2. (1) एकरषेषी् आहषे्त.  (2) एकरषेषी् आहषे्त. (3) एकरषेषी् नाही्त.  3. (6, 13)  4. 3ः1 
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5. (-7, 0) 6. (1) a 2   (2) 13  (3) 5a  7. −







1

3

2

3
,   

8. (1) हो, त्वषमभुज त्रिकोण  (2) नाही. (3) हो, समभुज त्रिकोण  9. k = 5 

13. 5, 2 13 , 37   14. (1, 3) 16. 25

6

13

6
,






 , त्रिज्ा = 13 2

6
 17. (7, 3)

18. समा्ंतरभुज चौकोन 19. A(20, 10), P(16, 12), R(8, 16), B(0, 20). 20. (3, -2)

21. (7, 6) व (3, 6)  22. 10 व 0

प्रकरण 6 शरिकोणशमती

सरावसंच 6.1

1. cosq = 24

25
 ; tanq = 7

24
  2. secq = 5

4
; cosq = 4

5
  

3. cosecq = 41

9
; sinq = 9

41
 4. secq = 13

5
; cosq = 5

13
 ; sinq = 12

13

5. sin cos

sec cosec

θ θ
θ θ

+
+

 = 
1

2

सरावसंच 6.2
1. चच्मची उंची 80 मीटर
2. जहाजाचषे दीपगृहापासूनचषे अं्तर 51.60 मीटर
3. दुसऱ्ा इमार्तीची उंची (10 + 12 3 ) मीटर
4. ्तारषेनषे त्क्त््तज समां्तर पा्तळीशी केलषेला कोन 30°
5. झाडाची उंची (40 + 20 3 ) मीटर
6. प्तंगाच्ा दोऱ्ाची लांबी 69.20 मीटर

संकीण्म प्रशनसंग्रह 6
1. (1) A (2) B  (3) C  (4) A

2.  cos60 = 60

61
 3. sinq = 2

5
 ; cosq = 1

5
 ; cosecq = 5

2
 ; secq = 5  ; cotq = 1

2

4. sinq = 5

13
 ; cosq = 12

13
 ; cosecq = 13

5
 ; tanq = 5

12
 ; cotq = 12

5

6. इमार्तीची उंची 16 3  मीटर

7. जहाजाचषे दीपगृहापासून अ्ंतर 100 3

3
 मीटर

8. इमार्तीची उंची (12 + 15 3 ) मीटर

9. त्शडीचषे दुसरषे टोक जत्मनीपासून जास्ती्त जास्त 20.80 मीटर उंच असषेल.
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10. त्वमान जत्मनीपासून जास्ती्त जास्त 1026 मीटर उंचीवर हो्तषे.

प्रकरण 7 महतवमापन

सरावसंच 7.1
1. 11.79 घसषेमी  2. 113.04 घसषेमी 3. 1413 चौसषेमी (p = 3.14 घषेऊन)  4. 616 चौसषेमी
5. 21 सषेमी  6. 12 जग 7. 5 सषेमी  8. 273p चौसषेमी 9. 20 गोळ्ा 
10. 94.20 घसषेमी, 103.62 चौसषेमी  11. 5538.96 चौसषेमी, 38772.72 घसषेमी 
12. 1468.67p घसषेमी

सरावसंच 7.2
1. 10.780 लीटर 2. (1) 628 चौसषेमी (2) 1356.48 चौसषेमी (3) 1984.48 घसषेमी

सरावसंच 7.3
1. 47.1 चौसषेमी 2. 25.12 सषेमी  3. 3.85 चौसषेमी  4. 214 चौसषेमी   5. 4 सषेमी
6. (1) 154 चौसषेमी (2) 25.7 चौसषेमी (3) 128.3 चौसषेमी  7. 10.2 चौसषेमी 
8. 7.3 सषेमी ; 22 सषेमी  9. (1) 90° (2) 22 सषेमी 
10.(1) 12.83 चौसषेमी (2) 89.83 चौसषेमी (3) 115.5 चौसषेमी  11. 3.5 सषेमी 
12. x = 154 चौसषेमी ; y = 38.5 चौसषेमी ; z = 101.5 चौसषेमी 
13. (1) 84.87 चौसषेमी  (2) 25.67 चौसषेमी (3) 77.01 चौसषेमी (4) 7.86 चौसषेमी

सरावसंच 7.4
1. 3.72 चौसषेमी  2. 9.08 चौसषेमी 3. 0.65625 चौएकक  4. 20 सषेमी  
5. 20.43 चौसषेमी ; 686.07 चौसषेमी

संकीण्म प्रशनसंग्रह 7
1. (1) A,     (2) D,     (3) B,     (4) B,     (5) A,     (6) A,     (7) D,     (8) C.

2. 20.35 लीटर  3. 7830 गोळ्ा 4. 2800 नाणी (p = 
22

7
 घषेऊन)  5. 6336 रुप्षे

6. 452.16 चौसषेमी ; 3385.94 ग्लॅम  7. 2640 चौसषेमी   8. 108 मीटर 

9. 150°; 5p सषेमी     10. 39.28 चौसषेमी

rrr
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